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Cok eskiden Hanoi’deki bir tapinakta basrahip tapinagin bahcesine (¢ slitun diktirmis.
Yanyana duran sitlnlardan soldakine, ortasi delik 64 disk (halka) gecirmis. Yarigcaplari
birbirlerinden farkli olan disklerin en blyGgini en alta, en kii¢liglini en lste koymus.

Sonra, basrahip, geng rahipleri bahcede toplayip onlara demis ki;

“ -Su sutunlara ve disklere bakin. Sol sttundaki diskleri, size sdyleyecegim kurallara
uyarak sagdaki sttuna gegireceksiniz. Bunu ilk basaran kisi dogrudan cennete
gidecektir. Ama ayni anda kiyamet kopacak, diinyanin sonu gelecektir!...

Kurallar sunlardir: ”

Her hamle bir stitunda en Ustteki diski alip baska bir situna gegirme islemidir.
Her hamlede yalnizca bir disk tasinabilir.

Kigulk bir disk asla biylik bir diskin altina konamaz.

Ug siitunu dilediginiz gibi kullanabilirsiniz.
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Rivayet ederler ki, binlerce yildir tapinaktaki genc rahipler cennete gitmek icin gece glindiz
demeden basrahibin verdigi isi bitirmeye cabaliyorlar. Yaslanip dlenlerin yerine yeni gencler
geliyor ve calisma aksamadan yuriyor. Tapinagin bahgesine gidip canla basla verilen ugrasi
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gorenler diyor ki;
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”

“-Bu isin bitmesi daha milyarlarca yil alir!...

Biz basrahibin dedigi gibi, diskler tasininca kiyametin kopacagina inanmiyoruz ama eglence
olsun diye denemeye kalkistik. Cok ugrastik, ama isi bitiremedik. Sonunda vazgecip, bu isin
ne kadar zamanda bitebilecegini merak etmeye basladik.

Rahiplerin hamleleri ¢ok hizli yaptigini varsayalim. Bir hamleyi 1 saniyede bitirseler, 64 diski
ne kadar zamanda soldaki stitundan sagdaki stituna tasiyabilirler?

icinizde bu merakimizi kim giderebilir?
Yol gosterme:
n=1 durumu:

Kaynak stitunda 1 disk vardir. Bir hamlede kaynaktan al, dogrudan hedef siituna gecir. Bu hamlede
yedek stitunu kullanmaya gerek yoktur.

n =2 durumu:

ilk hamlede, kaynak siitunda en Ustte duran kiiciik diski yedek siituna tak. ikinci hamlede kaynak
stitundaki biiyiik diski hedef siituna tak. Ugiincii hamlede yedek siitundaki diski hedef siituna tak.

2,3 ve 4 disk icin yaptigimiz hamleleri asagidaki sekillerden goérebilirsiniz.

2 DISK
A B C_
{1} | | (2) | | | (3) | | |
A B C A B C A B C
3 DISK
| (1) | | |
A B C A B C
) | {3} I | {4 I |
A B C A B C A B C
{5) I {6) | | (N | |
——————————— —
A B C A B C A B C
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8 diske kadar gerekli hamle sayisi asagidaki tabloda goriilmektedir. Disk sayisini artirarak 64 diske
¢ikiniz ve isin ne kadar zamanda bitecegini hesaplayiniz.

Disk Sayisi Hamle sayisi
1 1
3
7
15
31
63
127
255
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Hanoi Kuleleri Bilmecesinin Genel Cozimi

Bu bilmece 1883 yilinda Fransiz matematikgi E.Lucas tarafindan ortaya atilmigtir. Sonralar1 matematigin
getin problemlerinden birisi haline geldi. 1957 yilinda Gardner, problemin n-hiperkiip tizerinde bir
Hamilton yolu bulma problemine esdeger (isomorphic) oldugunu gosterdi. Matematikte en kisa yol
problemi diye adlandirilan zor bir probleme O6rnek olusturdu. Problemin farkli ¢6ziimleri igin
Hanoimania! web adresine bakilabilir:

http://www.kernelthread.com/projects/hanoi//

Burada, 6zyineli bir algoritma ile bilmeceyi ¢bzen bir bilgisayar programi yazacagiz.

Her hangi bir hamlede Ustiinden diskin alinacag stuna kaynak siitun, diskin gotirilecegi siituna
hedef stitun, geri kalan sttuna da yedek situn diyelim. Bir hamlede yedek siitun ancak gerekirse
yardimci olarak kullanilacak, gerekmezse kullanilmayacaktir. Oyleyse, her hangi bir hamlede ii¢



http://www.kernelthread.com/projects/hanoi/
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stitunumuz vardir: kaynak, hedef ve yedek. Farkli hamlelerde situnlarin rolleri degisebilir. Disk
sayisini n ile gésterelim.

Yukaridaki sekillerde gosterilen hamleler, problemin genel ¢6zimi igin bir ipucu veriyor. Disk
sayisinin 1,2,...,n olmasi durumlarini 1 den n ‘ye dogru artirarak diisiinmek yerine n,(n-1), (n-2),
...,3,2,1 gibi n‘den 1 ‘e dogru azaltarak ¢ozmeyi distinelim. Bu diistince bizi suna gotirir:

n disk olmasi durumunda bulacagimiz algoritma bir situndaki n diski baska bir stituna (kurallar
uyarinca) tasiyacaktir.

n-1 disk olmasi durumunda bulacagimiz algoritma bir situndaki (n-1) diski baska bir siituna (kurallar
uyarinca) tasiyacaktir.

n-2 disk olmasi durumunda bulacagimiz algoritma bir stitundaki (n-2) diski baska bir stituna (kurallar
uyarinca) taslyacaktir.

2 disk olmasi durumunda bulacagimiz algoritma bir sttundaki 2 diski baska bir sttuna (kurallar
uyarinca) tasiyacaktir.

1 disk olmasi durumunda bulacagimiz algoritma bir situndaki 1 diski baska bir sGtuna (kurallar
uyarinca) tasiyacaktir.

Bu algoritmalarin hepsi birbirine benziyor. Oyleyse bu adimlarin hepsini iceren tek bir algoritma ile
problemi ¢ozebiliriz. Bu dislince, bizi 6zyineli (recursive) bir algoritma yaratmaya gotirr.

Tasima isini yapacak 6zyineli bu algoritma icin yalanci kodlari (pseudo codes) kolayca yazabiliriz.

1. n=1ise
1.1. Kaynaktaki tek diski dogrudan hedefe tasi
2. n>1 ise
2.1. Kaynaktan (n-1) diski yedek siituna tasi
2.2. Kaynakta geri kalan tek diski hedefe tasi
2.3. Yedekteki (n-1) diski hedefe tasi
3. Duir (is bitti)

Dikkat ederseniz 2.1-inci adimi ile 2.3-linci adiminin islevleri aynidir; yalnizca sGtunlarin rolleri
degismistir. 2.3-Gnct adim, algoritmanin kendi kendisini is bitene kadar c¢agirmasi demektir.
Algoritmanin 6zyineli (recursive) olmasinin nedeni budur.

Simdi yukaridaki 6zyineli algoritmayi biraz daha acik yazalim:

hanoi (n, kaynak, yedek, hedef)
if n is 0
exit
else

hanoi (n - 1, kaynak, hedef, yedek)

tasi (kaynak, hedef); //Hamlenin nereden nereye ol

hanoi (n - 1, yedek, kaynak, hedef)
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// Sutunlar : a kaynak, b yedek, c hedef

static void hanoi (int diskSayisi, int a, int b, int c¢) {
if (diskSayisi > 0) {
hanoi (diskSayisi-1, a, c, b);
tasi(a, c);

hanoi (diskSayisi-1, Db, a, c);

Hanoi() metodu bilmeceyi ¢ozer. Bilmecenin nasil ¢oziildiglinii géormek istersek, her hamlede diskin
nereden alinip nereye tasindigini yazan bir metot ekleyebiliriz. Bu metoda tasin() diyelim:

static void tasin (int nerden, int nereye) {
System.out.print ("Nereden nereye : ");
System.out.print (nerden) ;
System.out.print (" --> ");
System.out.print (nereye) ;

System.out.println (" Hamle : " + ++savacg);

Gerekli metotlarimizi hazirladigimiza gore, artik onlari bir java uygulama programi haline getirebiliriz:

class HanoiKuleleri {
static int diskSayisi = 4;

static int sayac;
public static void main (String args[]) {

hanoi(diskSayisi, 1, 2, 3);
System.exit (0);

// Stutunlar : a kaynak, b yedek, c hedef

static void hanoi (int diskSayisi, int a, int b, int c) {
if (diskSayisi > 0) {
hanoi(diskSayisi - 1,a, c, b);
tasin(a, c);

hanoi (diskSayisi - 1, b, a, c);
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static void tasin (int nerden, int nereye) {

System.out.print ("Nerden nereye : ");

System.out.print (nerden) ;

System.out.print (" -

-> ")

System.out.print (nereye) ;

System.out.println ("

/%
Cikta:

Nereden nereye 1 --> 2
Nereden nereye 1 --> 3
Nereden nereye 2 -——> 3
Nereden nereye 1 --> 2
Nereden nereye 3 -—>1
Nereden nereye 3 -=> 2
Nereden nereye 1 --> 2
Nereden nereye 1 --—> 3
Nereden nereye 2 -——> 3
Nereden nereye 2 ——> 1
Nereden nereye 3 -—>1
Nereden nereye 2 -——> 3
Nereden nereye 1 --> 2
Nereden nereye 1 --—> 3
Nereden nereye 2 -=> 3

*/

Algoritmanin etkinligi

Hamle : " + ++sayac);

Hamle
Hamle
Hamle
Hamle
Hamle
Hamle
Hamle
Hamle :
Hamle : 9
Hamle : 10
Hamle : 11
Hamle : 12
Hamle : 13
Hamle : 14
Hamle : 15
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Bilmecenin ne kadar zamanda ¢ozulebilecegini hesaplamak igin, yukarida yazdigimiz algoritmanin etkinligini

bulmaliyiz.  Bunun igin, algoritmadaki hamle (bir diski bir situndan baskasina tasima islemi) sayisini

hesaplamaliyiz.

Kag hamle yapildigini hesaplayalim. hanoi() metodu iki kez kendisini cagirmaktadir. iki cagri arasindada bir sabit

birim zaman gectigini varsayalim. Buna gore, n
T(0)=0
T(n) =2*T(n-1) +1, n>0

olur. Buradan recursive olarak
T(n) =2*T(n-1)+1
=2*[2*T(n-2) +1] +1
=27%[2 *T(n-3) +1] + (2°-1)
=2>*[2* T(n-4) +1] + (2° -1)

=2"* T(n-k) +(2-1)

tane diskin tasinmasi icin gecen zaman T(n) ise

=2°*T(n-2)+3  =2°*T(n-2)+(2*-1)
=2’*T(n-3)+7  =2>*T(n-3)+(2>-1)
=2"*T(n-4) +15 =2"*T(n-4) + (2" -1)
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=2"*T(0) +(2"-1)
=2"1

cikar'. Ohalde, bu algoritma O(2") grubuna aittir. Bu sonug, algoritmanin zaman karmasasinin (time
complexity) cok yiiksek oldugunu gosterir.

Simdi, en basta sordugumuz soruya yanit verebiliriz. Rahipler bagladiklari isi ne zaman bitirecekler?

Rahipler olaganistl bir hizla galisiyor olsunlar. Bir hamleyi (bir diski bir situndan baska bir siituna
tasima islemini) 1 saniyede yaptiklarini varsayalim. Bu durumda 64 diskin yerine ulagmasi icin gerekli
hamle sayisi T8n) = 2% -1 dir. Her hamle 1 saniyede oluyorsa, isin bitmesi icin 2 -1 saniye gerekir.
Bunu 60*6**24*365 sayisina bolersek, isin kag yilda bitecegini buluruz. Bu sayi yaklasik olarak
585.000.000.000 yil; yani 585.000.000 milenyum (bin yil) olur.

1 T(n) = 2" -1 esitligi timevarim yontemiyle de ispatlanabilir.
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