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Karmasik Sayilar

Karmasik sayilar gercel sayilarin genislemesiyle elde edilen daha biiytik bir kii-
medier. Genisleme su gereksemeden dogmustur: x> = +1 denklemimin ¢6ziimii
+1,-1 sayilanidir ve R i¢indedir. Ama x?> = —1 denklemimin ¢éziimii R icinde
yoktur. Ozellikle elektromanyetik teoride biitiin ikinci derece denklemlerin ¢6-
ziim kiimesine gerekseme dogar. O nedenle R gercel sayilar kiimesini biitiin
ikinci derece denklemlerin kéklerini icerecek biiyiikliige genisletmek geregi var-
dir. Bu genisleme kolay yapilir.

x=-1
denkleminin ¢6zlimii olarak +i ve —i sayilar1 tanimlanir.

Tanim 7.1.

“1=+i

denilir. Bu bir tanmimdir. +i sayisina karmasik sayilarin birim 6gesi denilir.

7.1 Karmasik Sayilar

Belli tiirden denklemleri ¢c6zebilmek icin bazi say1 kiimelernin yetersiz kaldi-
giny; bu tiir denklemlere ¢6ziim bulmak icin sézkonusu say1 kiimelerinin ge-
nigletilerek daha biiyiik say1 kiimeleri elde edildigini biliyoruz. Ornegin,

X + 3 =0 gibi bir denklem dogal sayilarda ¢6ziilemeyince, dogal sayilar kiimesi
N genisletilerek tam sayilar kiimesi Z olusturulmustur.

79
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; mplex
real imaginary
rational irrational
.7 . p
mtrgers frarH:tlun .
whole integers
natural

Sekil 7.1: Karmasik Sayinin Diizlemsel Gosterimi

3x+4 = 0 gibi bir denklem Z’de ¢ziillemeyince, bu kiime genisletilerek rasyonel
sayilar kiimesi (Q) olusturulmustur.

x?~7 = 0 gibi bir denklem Q’da ¢6ziilemeyince, bu kiime irrasyonel sayilarla ge-
nisletilerek gercel (reel) sayilar kiimesi R olusturulmustur. Gergel (real) sayilar
kiimesi ile say1 ekseninin noktalarinin bire bir eslendigini hatirlayiniz.

a,b,ceRve a+#0icin ax®+ bx + ¢ = 0 denklemini ¢6zerken,

A =b®*-4ac
ve
-b+VA
Xjpg= —
1.2 2a
olmak tizere,

b?—4ac>0 ise, denklemin gercel iki kokii vardir
b*—4ac=0 ise, denklemin gercel ve esit iki kokii vardir

b*—4ac<0 ise, denklemin gercel kokii yoktur

kurallarin1 animsayiniz.
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Dikkat ederseniz, ticiincii olasilikta negatif sayilarin karekdkii s6z konusudur.
Bu sayilar, R'nin elemani degildir.

Ornegin, x? + 3 = 0 denkleminin R icinde ¢6ziimii yoktur. Ciinkii her gercel sa-
yinin karesi pozitiftir; dolayisiyla x*> = —3 denklemini saglayan hicbir gercel say1
yoktur.

Oyleyse R gergel sayilar kiimesinin genisletilerek, icinde bu tiir denklemlerin de
¢oziilebildigi daha biiyiik bir say1 sistemi olusturmaya gerek vardir.

x? +1 = 0 denklemini saglayan v/—1 sayisina sanal (imajiner) say: birimi denir
vei=+v-1, i?=-1 biciminde gosterilir.

7.2 Gercel ve Sanal Kisimlar

a,b € Rve i?> = —1 olmak iizere a + i b bicimindeki sayilara

karmasik (kompleks) sayilar

denir.

Karmasik sayiy1 genellikle z ve bu sayilarin olusturdugu kiimeyiC ile gosterece-
giz.

C={a+iblabeR}

dir. z = a+ ib karmasik sayisinda;

a’ya bu sayimin gercel (reel) kismi denir ve ge(z) ile gosterilir. b’ye bu sayinin
sanal (imajiner) kismi denir ve san(z) [Im(z)] ile gosterilir.

ge(z)=a=[san(z)=bAz=ge(z)+i.san(z)
san(z) =0=> zeR[R (]

ge(z)=0=>2z=0+Dbi < z=Dbi
Ornek 7.1.

z= % - %i karmasik sayisinin gercel ve sanal kisimlarini bulalim:

1 .2
z=—+1i(—=) ise
2 3

(2) 2
san(z) = ——
3

olur.
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7.3 Karmasik sayilarin Esitligi
a,b,c,d € R olmak lizere, z; = a+ ibve z, = ¢+ id olsun.

. } a = ¢
a+zb—c+zd©{b -4

dir.
Ornek 7.2.

z1 =3x— i% ve zp = =36+ (¥ + 1)i sayilarinin esit olabilmesi i¢in x ve y’nin ne

olacagmi bulalim:

1
3x+i(—§) =-36+i(y+1)

bulunur.

Ornek 7.3.

X 1 . . P . o .
77 21 sayisiin karmasik say1 olabilmesiicin x ve y nin ne olacagini bulalim:

Verilen sayinin karmasik say1 olabilmesi i¢in,

1
L,—zeRz x—-1#0=>x#1ve xeR
x—-1y

y¥#0=>y#0 ve yeR

olmalidir.

Ornek 7.4.

4x% —2x+ 1 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesini bulalim:

A= (-2)?—-4.4.1=4-16=-12 <0 oldugundan, denklemin karmasik say1 olan
iki kokii vardir:
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2+v-12
X1,2 =
2.4
esitliginden
2+v-1V/12 2 2V3 1 V3,
X1 = =—+ V—-1l=—-—4+—1i
8 8 8 4 4

cikar. Benzer sekilde x, de hesaplanabilir ve

S= {i(l —V30), ;1(1 +/31)}

bulunur.

7.4 Sanal Birimin Kuvvetleri

n € Z olmak iizere, i'nin kuvvetleri asagidaki gibi hesaplanir:

i=v—1 i2=-1 B=iti=—i
=it =EDED=1 P=iti=i i®=iti*=-1
iT=iti3=—i B=itit=1 P=0*i=i
i10=(i)4'2i2=—l ill:(l')4.2i3:_i ilz_i4'3_l
l4n+1 i l-4n+2 1 l4n+3 i
=1

Ornek 7.5.

i 727 say1sin1 hesaplayalim.

i_27 = i_(4x6+3) = 1 = i = i = i =1
463 —i (-Di 1
bulunur.
Ornek 7.6.
g _ j412

1— ;210
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ifadesini sadelestirelim:

3— i412 3 l‘4x103

1_i210 1—i4XS2.i2

_B-)
T 1-1.(-1)
2
T2
=1

bulunur.

7.5 Geometrik Gosterim

 « % SRLGEEELIEEEREEEE r)

0 a R

Sekil 7.2: Karmasik Sayinin Diizlemsel Gosterimi

Karmasik sayilar ile analitik diizlemin noktalar1 bire bir eslenebilir. Bu esle-
mede, x + yi sayisina (x, y) noktasi karsilik getirilir.

Sekilde, 0+0i sayisi, O(0,0) noktasiile, x+0i sayilar1 Ox ekseni ile, biitiin
0+ yi sayilari, Oy ekseni ile eslenir. Ox eksenine gercel (reel) eksen, Oy ekse-
nine sanal (imajiner) eksen denir.

Yukarida belirtildigi gibi karmasik sayilarla bire bir eslenen diizleme, karmasik
diizlem diyecegiz.
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7.6 Karmasik Sayinin Eslenigi

Sekil 7.3’li inceleyiniz. x + yi ve x — yi sayilarindan birine digerinin eslenigi de-
nir. z karmasik sayisinin eslenigini z biciminde gosterecegiz.

z=(x+y))=x+(-y)i=x-yi

dir. Sekil dikkatle incelendiginde bir karmasik say ile esleniginin, gercel eksene
(Ox eksenine) gore simetrik olduklar gortiliir.

Teorem 7.1. Bir karmagik sayinin esleniginin eslenigi kendisidir.
Ispat: z = x + yi karmagik sayisin diisiinelim.
) =lx+y) ] =lx-yil =x+yi=z
olur. Ornegin,
z2=1+2i>7=1-2i=> (@) =1+2i
Ornek 7.7.

Asagida verilen karmasik sayilarin esleniklerini bulalim.
a)l-1i ©)203 e V-16+3
b)v2+i d)v-7 DH7-vV-9+V—-4
Coziimler:
a) 1- %i’nin eslenigi 1 + %i dir.
b) V2 + i’'nin eslenigi V2 - i’dir.
¢) 203’iin eslenigi 203 tiir.
d) v~7=+/7i’nin eslenigi —/7i’dir.

e) vV—16+3=3+4i'nin eslenigi 3 —4i'dir.

f) 7-v-9+Vv—-4=7-3i+2i =7-i'nin eslenigi 7 + i'dir.
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Z=X—1y

Sekil 7.3: Karmasgik Eslenik
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7.7 Mutlak Deger (modiil)

Karmasik diizlem {izerinde
X+ yi sayisina karsilik gelen nokta Z
olsun. Z AO dik tiggeninde,

|OZ P=| x|? + |y 1?=/x% + 2

veya

| z|=| x+yi|=/x?+y?

yazilir.

Karmasik diizlemde, bir karmasik sayiya karsilik gelen noktanin baslangic nok-
tasina uzakligina bu saymmin modiilii veya mutlak degeri denir.

z = x+ yi sayisinin modiilii | z | ile gosterilir. | z |= \/x? + y? dir.
Vx,y€eRicin /x2+y2€eRve|z|=0dwr.

Ornek 7.8.

u = 3 —4i sayisinin modiiliinii
bularak karmasik diizlemde gosterelim:

lul=v32+(-4)2=v9+16=v25=5

olur.

Ornek 7.9.

oldugunu gosterelim:
z=a+biolsun. | z|=Va?+ b? dir.

= 0
|z|=\/a2+b2:0:'a2+b2=0:{z - 0 =>2z=0+0i=0

ve
z2=0=22z=040i=>|z|=V02+02=|z|=0

bulunur.
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7.8 Toplama ve Cikarma

Iki karmasik say1 u = a + bi ve v =
¢+ di olsun. Sifirdan farkli her karmasik
say1 i’ye gore birinci dereceden bir poli-
nomdur. Bu nedenle,

u+v=_(a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+d)i
u—v=_(a+bi)—(c+di)=(a-c)+(b-d)i
Yandaki sekli inceleyiniz.

Ornek 7.10.
z1 =2-3ive zp = 1+2i ise z; + 2z Ve z] — zp toplam ve farklarini bularak karmasik

21+22 = (2-30)+(1+2i0)
= 2+1D)+(-3+2)i
= 3-i

21—z = (2-30)-(1+2i)
= 2-1D+(-3-2)i
= 1-5i

sayllar diizleminde gosterelim.

Yandaki sekil tizerinde, karmasik
sayllarin toplam ve farkinin geometrik
yorumunu yapiniz.

7.9 Toplama Cikarmanin 6zelikleri

Kapalilik Ozeligi

21,22 €Cve z1 = a+ bi, zp = c+ di olsun
zZitz=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i

bulunur. a,b,c,d e R= (a+c),(b+d) € R oldugundan
(21 +22) €C

olur. O halde, karmasik sayilar kiimesi toplama islemine gore kapalidir.



7.9. TOPLAMA CIKARMANIN OZELIKLERI 89

Etkisiz (birim) Eleman Varlig

z21,0€C, z; =a+ bive0=0+0i olsun.

z1+0 = a+bi+0+0i;
= (a+0)+(b+0)i
= a+bi
= z

0+z; = 0+0i+a+bi
= O0+a)+0+Db)i
= a+bi

olur. O halde, sifir, karmasik sayilarda toplama islemine gore etkisiz (birim) ele-
mandir.

Ters Eleman Varhig:

ze@ve z=a+ biise —z=—a— bi diye tanimlayalim.

z+(-=2) = (a+bi)+(—a-bi)
= (a—a)+(b-Db)i
= 0+0i
=0
(=2)+(z) = (—a-Dbi)+(a+bi)

= (—~a+a)+(=b+Db)i
= 0+0i
=0

oldugundan, karmasik sayilar kiimesinde, toplama islemine gore, her elemanin
tersi vardir.
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Birlesme Ozeligi
u,v,ze€veu=a+bi,v=c+di,z=x+ yiolsun.

(u+v)+w

[(a+ bi)+ (c+di]+ (x+ yi)
= [(a+o)+b+d)il+(x+yi)
= [(a+o)+x]+[(b+d)+yli
= la+(c+x)]+[b+d+y)li
= a+bi+[c+x)+(d+yi]
= u+{v+w)

oldugundan, karmasik sayilarda toplama isleminin birlesme 6zeligi vardir.

€, +) sistemi kapalilik, etkisiz eleman, ters eleman ve birlesme 6zelikleri oldugu
icin gruptur.

Degisme Ozeligi

Yu,ve€Cve u+a+bi, v=c+diolsun.

u+v = (a+bi)+(c+di)
= (a+o)+b+d)i
= (c+a)+(d+Db)i
= (c+di)+(a+bi)

= v+u

oldugundan, karmasik sayilar kiimesinde toplama isleminin degisme 6zeligi var-
dir. Sonug olarak,

€, +) sistemi degismeli bir gruptur.

7.10 Alstirmalar

1. Koklerinden biri 1 —2i olan ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklemi
bulunuz.

2. (1+1)'* sayisim a + i b biciminde yaziniz.

3. (3—2i) = u(1+1i) ise u sayisini bulunuz.
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P(x) =3x'7" — x8 + 2 ise P(i)’yi bulunuz.

. z=x+yive zeCise (z—z) ve (z — z) karmagsik sayilarini bulunuz.

Asagidaki ifadeleri a + i b bigciminde yaziniz.

19 _ o
16— o 11 =
V—64+V-5-v-25 = ? -3 = ¢!
5V/-121 = 2 3V=60 = ?
V-75V-3 = ? 1
4 V—27 —g = ?
12V5/—= = ?
V5 5 12v-15
3 = 2 16v/-5 '
15v/—=1 10 \
5V-3+V-9 = ? V=5
1 2 .
;\/—243—8\/—28—5\/—63 = 2 (ivV3)* = 2

Asagidaki ifadeleri kisaltiniz.

1 1 1
a)——— ——— b) 4i +6i%2 — i3 +2i*+3i°

c),/—— ,/ ——,/—i d) vV-4x* - vV-9x% - V100x*

Asagidaki denklemlerin ¢dziim kiimesini bulunuz.
a)x*-2x+10=0 b)x*-x+1=0 c)x*-x+3=0

d)2y>=3y—4 e)§+3§:—1% f) 7u® +5u=-1

z1 =3—-m+ni ve z = (m—2n)i sayllarinin esit olmasi icin m ve n kagtir?

Asagidaki islemleri yapiniz.
D7+ i0+7-2) & la-ve)
—_— — _l —_— —
2 2 2

b) 6+ (2—1i) e) (5+v—4)+ (1 —40)
c) B+2i)+i f) (2= +(*-i3)

7.11 Carpma

Iki karmasik say1 u = a+ bi ve v = ¢ + di olsun. Sifirdan farkli her karmasik say1
i’ye gore birinci dereceden bir polinomdur. iki polinomun ¢arpimi iglemi ile
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dagilma ve birlesme 6zeliginden yararlanilarak
uv = (a+bi).(c+di)
= a(c+di)+bi(c+di)
= ac+adi+bci+bdi* "i*=-1"
= (ac—-bd)+(ad+bc)i
bulunur.
Ornegin,

u=3+1i)vev=1+2iise u.vyibulalim:

uv=0C8+1)1+2)=31-12)+B.2+1.1)i=1+7i
Teorem 7.2. Her z = x + yi karmasik sayist icin | z |*= z.Z dir.
Ispat:

zz = (x+yi)(x—yi)
_ x2+y2

= /x2+y2)2

2
= |z]

7.12 Carpimn Ozelikleri

Kapalilik Ozeligi

21,22 €Cve z; = a+ bi, zp = ¢+ di olsun.

(a+bi)(c+di)
(ac—bd)+ (ad + bc)i

Z1.22
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olur. (ac—bd) e Rve (ad + bc) € R oldugu icin iki karmasik saymin carpimi yine
bir karmasik sayidir.

Karmasik sayilar kiimesi carpma islemine gore kapalidir.

Etkisiz (birim) Eleman Varhig:

z1,1eCve z; = a+ bi, 1 =1+ 0i oldugu gozoniine alinirsa,

z1x1 = (a+bi)1+0i)
= (al-b.0)+(a0+b.1)i

= d+bi=Z1

bulunur. Ohalde, 1 =1+ 0i sayisi karmasik sayilar kiimesinde ¢carpma islemine
gore etkisiz (birim) elemandir.

Ters Eleman Varlig1

z karmasik sayinin carpma islemine gore tersi z~! ile gosterilsin.
zz =1

olmalidir. Simdi bu esitligi saglayan z ! sayisin1 belirleyecegiz:

z=a+ bi ise

zz =1 o (a+ bi).z_1 =1

o z71= L —1
Ca+bi oz
"Pay ve payday1 a — bi ile carpalim.”
© i =—=—
z (a+bi)(a- bi)
4 1 a b
o zi=-

- - i
z at+b? a’+b?

bulunur. z7! €€ oldugu agiktir. Son esitligi kullanarak saglama yapabiliriz:

2270 = @b l—t——— P
a’+b>  a’+b?
a® b? ab ab .
- (¥a2+b2+a2+b2}+(¥_a2+b2+a2+b21)l
1 0
zzb = 140§

zzb o= 1
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Sifir harig, karmasik sayilar kiimesinde carpma islemine gore her elemanin tersi
vardir.

Birlesme Ozeligi

u,v,ze€veu=a+bi,v=c+di, z=x+ yi olsun.

(u.v).z [(a+ bi)(c+di)].(x+ yi)

= [(ac—bd)+ (ad+ bc)il(x+ yi)

= [(ac—bd).x—(ad+bc)yl+[(ac—bd)y+ (ad + bc)x]i
= (acx—bdx—ady—-bcy)lacy—bdy+adx+ bcx)i

= lalcx—dy)-b(dx+cy)l+lalcy+dx)+b(cx—dy)li
= (a+bi)l(cx—dy)+ (cy+dx)i]

= u.(v.z)

bulunur.

Karmasik sayilarda ¢arpma isleminin

birlesme 6zeligi

vardir.

Degisme Ozeligi

u,veCve u=a+bi, v=c+di olsun. Gergel sayllarda dagilma, birlesme ve
carpma islemine gére degisme 6zeligini uygularsak,

uv = (a+bi).(c+di)
= (ac—-bd)+(ad+bc)i
= (ca—-db)+(da+ch)i
= (c+di).(a+ bi)

= vu

bulunur.

Karmasik sayilarda ¢arpma islemine gore
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degisme ozeligi

vardir.

Sonug olarak, (€ — {0},-) sistemi carpma islemine kapalidir; etkisiz elemani var-
dir; her elemanin tersi vardir; birlesme ve degisme 6zeliklerini saglar. Oyleyse,
sistem

degismeli bir grup

tur.

Dagilma Ozeligi

Karmasik sayilarda ¢carpma isleminin toplama islemi tizerine dagilma 6zeligi-
nin varligini gésterelim:

u,v,ze€Cveu=a+bi,v=c+di,z=x+ yi olsun.

(a+Dbi)[(c+di)+ (x+ yi)]

u.(v+2)
= (a+b)[(c+x)+(d+ il
= [alc+x)-bld+y)]+lald+y)+b(c+x)i
= (ac+ax—-bd-by)+(ad+ay+bc+bx)i
= [(ac—bd)+ (ad+ bc)il + [(ax—by) + (ay + bx)i]
= uv+uz
bulunur. Karmagsik sayilarda carpma isleminin toplama islemi {izerine soldan

dagilma 6zeligi vardir. Benzer sekilde, sagdan dagilma 6zeliginin varligi da gos-
terilebilir.

Karmasik sayilarda carpma isleminin toplama islemi iizerine dagilma o6zeligi
vardir.

O halde € -0, +, -) sistemi bir cisimdir.
Carpma Isleminde Kisaltma Kural

Teorem 7.3. u,v,weC, w#0veuw =vw iseu = v dir.

Ispat: u=a+bi,v=c+dive w=x+ yiolsun.

uw (a+ bi)(x+ yi)

(ax—Dby)+(ay+bx)i



96 BOLUM 7. KARMASIK SAYILAR

ve

vw

(c+di)(x+ yi)
= (cx—-dy)+(cy+dx)i

olacaktir. uw = vw olmasi i¢in
(ax—Dby)+(ay+bx)i=(cx—dy)+ (cy+dx)i

olmalidir. Buradan,

(ax—by—cx+dy)+(ay+bx—cy—dx)i=0
¢ikar. Sol yanin eslenigi ile carparsak

(ax—by—cx+dy)*+(ay+bx—cy—dx)*>=0
yada

[(a-c)x+(d-Dby*+[(a-)y+b-d)x*=0

yazabiliriz. Bu ifadedeki biitiin sayilar gercel ve w = x + yi # 0 oldugundan, son
esitligin saglanabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul

a=c ve b=d

olmasidir. Oyleyse,

7.13 Bolme

uveCveu=a+bi,v=c+di, v#0olsun.

u a+ bi

v c+di
"Pay ve paydayi, paydanin eslenigi ile carpalim".
(a+bi)(c—di)
(c+di)(c—di)
(ac—bd)+ (—ad+bc)i
c?+d?
ac—bd N bc—adi
c2+d>  c?+d?
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olur.

iki karmasgik sayinin birbirine boliimiinii elde etmek i¢in paydanin eslenigi ile
pay ve payda carpilir.

Ornek:
7+3i
5-2i
islemini yapalm:
7+3i (7-30)(5+2i)
5-2i  (5-20)(5+2i)
_ (35-6)+(14+15)i
- 52 +22
29429
B 29
= 1+1

Bolme islemini ters eleman yardimiyla séyle tamimlayabiliriz: u = a+ bi ve v =
c+dive v #0 olmak lizere

u 1 _1
—=U-—=Uu-v

v
dir.
Iki karmagik saymin birbirine boliimii; bélenin tersi ile béliinenin ¢arpimina
esittir.

Teorem 7.4. u,v €C ise, asagidaki bagintilar vardir.

luv| = lul.lvl
u | u|
[—] = — (W#0)
v
lu+v| = |ul+|v|
lul—lvl = lu+v]

Bu teoremin ispati1 6grenciye birakilmistir.
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7.14 Alstirmalar

1. Asagidaki ifadeleri a, b € R olmak {izere a + i b biciminde yaziniz.

a) 3+4i)(4i-3)

b) (6i —1)(1+6i)

c) (1+v-7)?

d) (3-5i)?

e) (—2+5i)(4 +3i)

f) 6-20)(3+4i)

8 VvV-9-3)2-Vv-1)

h) (V-25+2)(vV-16-2)

2. Asagidaki bolme islemlerini yapiniz.

4+i 1-v-7
a) d)— 8—
2-3i l 1+
3+i 3 i°+1
- e) ————
b= V3-v-3 =3
2—1i _J_7 3_1
c)—7 f)5 ’ i)l 3
V-7 I

3. Asagidaki denklemlerin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
a) x> -2ix—4=0 b) ix*+5x—4i=0

4. z=2—iise z~! —i bulunuz.

2

5. z=1-1iise z?- z ! ifadesini bulunuz.

6. |2%|=]z % oldugunu gosteriniz.
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7.15 Geometrik Yorumlar

Toplama Isleminin Geometrik Yorumu

Karmasik iki sayr z3=a+bi ve
zy =c+di olsun. z; ve zp sayilarinin kar-
magsik sayilar diizlemindeki goriintiilerine,
sirayla, A ve B diyelim.

Yandaki sekilde goriildiigi gibi
OACB paralel kenarimi cizelim. Sekilde
tarali olan,

A A
ODB=AEC (A.K.A. eslik kural1)

dir. Bu iicgenlerin esliginden yararlanarak C
noktasinin koordinatlar (a + ¢, b + d) olur.
Yani C noktasi,

Zitz=(a+c)+i(b+d)

sayisinin karmasik sayilar diizlemindeki g6-
riintisidir.
Sekli dikkatle inceleyecek olursak asagidaki sonucu cikaririz.

Iki karmasgik sayinin mutlak degerleri toplami, bu sayilarin toplaminin mutlak
degerinden kiiciik olamacz.

Bunun sembolle ifadesi soyledir:

|z1 1+ 12212l 21 + 22 |
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Cikarma Isleminin Geometrik Yorumu

Yandaki sekli inceleyiniz. z; = a+ib,
zy=c+id olsun. z1,z, ve —zp sayilarinin
karmasik sayilar diizlemindeki goériintiile-
rine, sirasiyla, A, B ve P diyelim. Toplama is-
lemine benzer sekilde hareket edilerek, R
noktasinin koordinatlar, (a — ¢, b — d) bulu-
nur. Yani R noktasi,

21— 22 = (a—c)+i(b—d)

sayisinin karmasik sayilar diizlemindeki go-
riintiistidiir. Sekilden de kolayca goriilecegi
gibi, su sonucu yazabiliriz:
Iki karmasgik sayinin mutlak degerlerinin farki, farklarinin mutlak degerinden
biiyiik olamaz.

Bunun sembolle ifadesi soyledir:

lz11—1z21=l 21— 22 |

7.16 ki Karmasik Say1 Arasindaki Uzaklik

z1 = X1 +1y) ve zp = X + 1y, iki karmasik say1 olsun. Bu sayilar arasindaki uzak-
lik, karmasik sayilar diizlemindeki goriintiileri arasindaki uzaklik olarak tanim-
lanir. Dolayisiyla,

z1 = x1 + iy1’in gortintiisii A(xy, y1)

29 = Xp + i y2’in gorlintiisii B(xy, y2)
ise

|21~ 22 |=1 AB = \/ (11 — x2)% + (31 — y2)?
olur. Tabii,

lz1—22|=l 22— 21 |
oldugunu gormek kolaydr.

Ornek 7.11.

z1 =141 ve zp = 1 —i sayilan arasindaki uzakligi bulalim.
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z1=1+i'nin goriuntisi A(1,1)
zp=1-1i'nin gorintisi B(1,-1)

=>lzi—2 =V -1)2+1+1)2=2

bulunur.

Ornek 7.12.

{z:] z—1+1|= 2,z eC} kiimesini karmasik diizlemde gosterelim:

z=Xx+1iyolsun.

lz=1+i|=2
lx+iy—1+i|=2
[x-D+i(y+1)I[=2

I\/(x—1)2+(y+1)2:2

> x-1D*+(y+1)?%=4
bulunur. O halde, verilen denklemi saglayan karmasik sayilar, merkezi (1,-1)
ve yarigapl1 2 olan cember iizerindeki karmasik sayilardir. Sekli inceleyiniz.

L

Ornek 7.13.

{z:lz—1+i|<2,zeC}
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kiimesini karmagsik diizlemde gésterelim.
lz—=1+i|=0=>|z-(1-0) =2

(1 —1) sayisinin goriintiisii M(1,—-1) oldugundan z sayilarinin kiimesi M mer-
kezli r = 2 yaricaph dairedir. Yukarida sagdaki sekle bakiniz.

7.17 Kutupsal Gostrim

Sifirdan farkli bir karmasik say1
z = a+ ib olsun. Bu saymin karmasik sa-
yilar diizlemindeki goriintiisiinii orijine
birlestiren dogru parcasina r ve r nin Ox
ekseni ile olusturdugu acinin 6lciisiine 6
diyelim. Sekildeki dik ticgenden,

V a? + b?

lz| =

. b .

sinf = ﬁ veya b=|z]|sinf
z
a

cosf = ﬁ veya a=|z]|cosf
z

yazilir. a ve b yerine degerleri konularak,
z=a+ib=|z|cosO+i]|z]|sinf=|z]|(cosf +isinh)
veya
|z|=r vyazilrsa z=a+ib=r(cosf+isinf)

elde edilir. Bu bicimdeki gosterime, karmasik sayilarin

kutupsal (veya trigonometrik) gosterimi

denir.
Sifirdan farkli z = a + i b karmasik sayisi icin,
a

ve sinf= i

cosO =
|z | |z |

esitliklerini saglayan 0 gercel sayisina z nin
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argiimenti

denir ve arg(z) = 0 veya arg(a+ ib) = 0 bigiminde gosterilir. 0 < 0 < 2w ise 0 ya
karmasik sayinin

esas argiimenti

denir.
Mutlak degeri ve arglimenti verilen bir karmasik say1 kolayca bulunur.

Karmasik sayinin mutlak deger ve argiimentine bu saymin

kutupsal koordinatlar:

denir ve (| z |,0) veya (r,0) biciminde gosterilir.
Karmasik sayi, 8 argiimenti radyan cinsinden ve k € Z olmak iizere,

z=a+ib = r(cosO+isinb)
= rlcos(@ +2km) + isin(6 + 2k)]

bi¢iminde de yazilabilecegini unutmayiniz.
|zl=r ve (cos@+isinf)=-cisO
gosterimini kullanirsak,
z=r(cosO+isin@) =rcisf
kisaltmasini yazabiliriz.

Ornek 7.14.

z =1+ i/3 sayisinin argiiment ve esas argiimentini bulalim.

lzl=r=\12+(V3)2=v1+3=2

bulunur. Mutlak deger yardi-

muyla,
1+iv3 1 3
PR LIPS SR L)
2 2 2
yazilir.
Karmasik sayinin kutup-

sal bicimi diisliniilerek, k€ Z
icin,



104 BOLUM 7. KARMASIK SAYILAR

1 3 T
cos@=—- ve sinf=— = 0=—+2kn
2 2
T
=> arg(z)= 3 +2kn

bulunur. 6 icin esitligi saglayan en kiigiik pozitif gercel say1 3 oldugundan, z
sayisinin esas argiimenti 5 radyandir.

z say1sin1 kutupsal bicimde yazalim:
T R/ 4 0 .. 0 . 0
z=2(cos § +isin §) =2(cos60” + isin60~) = 2¢is60
veya k € z olmak iizere,
T . . T
z= 2[cos(§ +2km) + zsm(g +2km)] = Zczs(§ +2km)
yada
z = 2[cos(60° + k360°) + i sin(60° + k360°)] = 2¢is(60° + k360°)

olur.
z 'nin esas arglimentinin, OAB {i¢geni yardimiyla bulunabilecegini goriiniiz.
Ornek 7.15.

Kutupsal koordinatlar (4, 225% olan karmasik sayiy1 bulalim:

z = 4cis225°
= 4(c0s225° + isin225%)
= 4[(~cos45%) + i(-sin45%)]

V2. V2
= 4(—7)*'1(—7)
= —2v2-2V2i
= —2V2(1+1)

7.18 Kutupsal Carpma ve Bolme

z1 = r1(cosf1+isinf) ve zp = ro(cos B, +i sinfy) karmasik sayilarinin carpimini
ve boliimiinii bulalim.
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z21.22 = r1(cosfy+isinf).ra(cosf, +isinby)
= r1.r2[(cosB;.cosfs —sinf; sinf,) + i(sinf; cosf, + cosB; sinH>)
= ry1.r2[(cos(@y +65) +isin(f; +0,)]

21.22 = T11.12Ci8(01+05)
olur.
Benzer sekilde
2 21.22 = ﬂcis(Bl -0y)
22 r2
bulunur.

Yukaridaki esitliklerden,
arg(z;.zp) = arg(z;) + arg(zz)
ve
21
arg(—) = arg(z;) —arg(zp)
22
sonuclarini ¢ikaririz.

Ornek 7.16.

21 =2(cos70% +isin70%), z» = 3(cos50° + i sin50°) olmak iizere z;.2, yi bulalim:

2.3¢is(70° +50%
= 6(cos120° + isin120%)
= 6(—cos60°+isin60°)

= 6(—l+i§)
272

21.22

= —-3+3V3i
Ornek 7.17.

21
arg— = argzy—arga

argz) = 3 veargz = g ise arg(%)yi bulahm: -



106 BOLUM 7. KARMASIK SAYILAR
Carpma Isleminin Geometrik Yorumu

zi=a+ib=rycist
ve

Zp=c+id=rycisOs

olsun. z; ile z, sayillarinin karmasik sayilar diizlemindeki goriintiileri sirasiyla A

ve B olsun. Ox ekseni tizerinde | OC |= 1 birim uzunluk olacak sekilde C noktasi
R . . . A

alalim. m(C) = m(B) ve m(COA) = m(BOD) olacak sekilde acilar ¢izip AOC ne

A
benzer DOB elde edelim.

A A OD | OB |
AOC~DOB » ——=—
| OA | OC |
|OD| |z |
| 21 | 1

= |ODI=lz1].] 2|

bulunur. Ote yandan COA = 6,, COB = 6, ve COD = 0, + 0, oldugundan z =
z129 = r11r2cis(0y + 62) carpimi, karmasik diizlemde D noktasi ile temsil edilir.
Yani D noktasi, z;.zp sayisinin, karmasik sayilar diizlemindeki goriintiistidiir.
Bolme Isleminin Geometrik Yorumu
z1 # 0 olmak iizere iki karmasik say1

zi=a+ib=rycist
ve

Zp=c+id=rycisO,
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olsun. z; ve z sayllarinin karmasik sayilar diizlemindeki goriintiileri sirasiyla A

A A
ve B olsun. | OC |= 1 birim uzunluk olmak {izere AOC ne benzer BOD c¢izelim.

A A
AOC~BOD=>

IDO| |BO| REZ)
—  — =——=|DO|=—=
|CO| |AO] 21 |

bulunur. Ote yandan
COD=06,-0,,1 2 |=|0D|= 2
<1 r
oldugu aciktir. O halde,
z= 2 = QCiS(Gg -061)
21 n

boliimi, karmasik diizlemde D noktasi ile temsil edilir. Yani D noktasi % sayl-
sinin karmastk sayilar diizlemindeki goriintiistidiir.

KARMASIK SAYILARIN KUVVETLERI

z =rcisb olsun.

Z2 = z.z=rcish.rciso; 22 = Z%.z=r%cis20.rcisd

2 = rzcis(9+9) 2 = rgcis(20+0)

2 = r2(c0329 +icos20) 2 = (cos36 + isin30)
bulunur.

Benzer sekilde devam edilerek n eN* icin,
z"" = r"(cos nb + i sin no)

elde edilir.
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Teorem 7.5. VneN" icin,
(cosO +isin®@)" = cosnf + i sin no

dir. Bu esitlige De Moivre esitligi denir.

Ornek 7.18.

(% +1i ‘/75)75 karmasik sayisin1 kutupsal bicimde yazalim.

2 2

T, . T 75
(cos—+isin—)
3 3

75 . . 757w
= cos—+isin—
3 3

= co0s25m+isin25n

= cos(mr+12.2m)+isin(wr +12.27)
= —-1+i0

= -1

bulunur.

Ornek 7.19.

(1 + )8 say1sim1 kutupsal bicimde yazalim.

[1+il=V1I+1=V2
oldugundan,
1 T b4
1+ = V2)B(—+—)18=2%cos=+isin=)*®

V2 V2 4

9 187 187

= 2°(cos— +isin—)

4 4

9 T .. 7
27(cos— +isin—)
2 2

bulunur.
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7.19 Karmasik sayilarin Kokleri

u=a+ib=r(cosh+isind) sayisiin n-inci (n eN*) kuvvetten koklerini {/u ile
gosterecegiz. Bu kokler

z=Vuez"=u

bagintisini saglayan z sayilaridir.

Ornegin, karesi -2 olan bir gergel say1 olmadigini biliyoruz; ama karesi -2 olan
karmasik sayilar1 bulabiliriz:

V202 =2i%=-2
(-v2i)? =2i%>=-2

O halde, v/2i ve —v/2i sayilar1 -2'nin karekokiidiir.

Bu 6rnekteki gibi 6zel ¢oziim her zaman miimkiin degildir. Karmasik sayilarin
koklerini bulmak icin, De Moivre teoremini kullanacagiz

Teorem 7.6.
u=rcisd ve neN" icin
z'=u

denklemini saglayan z sayiari sunlardir:

0+2kn
rmeis , k=0,1,2,---,n—1
n

Ispat:

z" = u denkleminde u = rcisf degerini yerine koyup De Moivre teoremini uy-
gularsak,

z" = rcisO
z = [rcisO]V'"
1
z = rY"cis[=(0+2km)]
n
0+2k
z = Ureis T k=0,1,2,---,n—1

n

bulunur.
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z" = u denklemini saglayan z sayilarina u sayisinin n-inci kuvvetten kokii de-
nir. Kéklerin modiilleri esit ve {/7 dir. Agiimentleri ise birbirlerinden farkli olup

0 0+2n 0+4n 0+2(n-n

n n n n
dir. Goriildigi gibi, verilen bir u karmagik sayisinin n-inci kuvvetten n tane
kokii vardir. Bu kékler karmagik diizlemde, merkezi orijinde olan /] u| yari-

capli cember iizerinde esit araliklarla siralanir.

Ornek 7.20.
lul] = Vv1+3=2
u sayisini kutupsal bicimde yazalim. k € Z olmak iizere U = 2 (1 + ﬁ i
2 2
. T
u = 2013(5 +2kmn)
olur. Karekoklere z diyelim. k bir tamsay1 olmak iizere
= u
7
2 = Zcis(g +2km)

1l x
212¢is[=(= +2k
czs[z(3 )]

N
Il

z = \/Ecis(%+kn)

k =0igin
zZ1 = \/Ecis%
zZ1 = \/z(cosz+isinz)
6 6
V3 1
f(z i)
2
IV
2
k=1icin
o7
2o = \/zczs(gﬂt)

T 7
= V2(cos— +isin—
( 5 6)

V3 1

- Va3l
( > 2)

= —g(\@ﬂ')
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bulunur.
Ornek 7.21.

z% — i = 0 denkleminin kéklerini bulalm. k =0, 1,2, ... olmak iizere

b4
=i > 2= cis(z +2km)

= z=cislo (" 1 2km)]
Z=2Cl 3' T

n 2km. .. m 2knm
= z=[cos(—+—)+isin(—+—)]
6 3 6 3

k =0icin,
n .. 7
Z1 = [cos—+isin—]
6 6
(\/§+.1)
z21 = (—+i-
! 2 2

z1 = %(\/§+i)

k =1icin,
Zy = [cos(z+2—”)+isin(z+2—”)]
6 3 6 3
Zy = (0085—n+isin5—n)
6 6
o = 2.k
2 2

z = %(—\/§+i)
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k =2 igin,
[ (n+4n)+_s, (n+47r)]
z3 = [cos(=+—)+isin(—+—
3 6 3 6 3
(cos3n+isin3n)
z3 = — —
3 2 2
zz = (0-1)
3 = -1
bulunur.

Koklerin goriintiilerinin agirlik merkezi orijinde olan diizgiin ¢okgenin koseleri
oldugunu grafikten gériiniiz.

Ornek 7.22.

u = 8 + 6i sayisinin karekoklerini bulunuz.

Bu sayiy1 kutupsal bicimde yazmak icin trigonometrik cetvelden degerler bul-
mak zorunda kalacagiz. Bundan sakinmak amaciyla, kutupsal koordinatlari kul-
lanmadan, karekokleri tanima uyacak bicimde bulmaya calisalim:

2

z=Xx+1iyvez- = uolsun.

(x+iy)>=8+6i

N
Il

= xz—y2+2xyi:8+6i
x-y*=8
2)6)/2633/:§

X

cikar. Elde edilen sistemi ¢cozelim:

3
X —(=)?=8
X

U

x*-9-8x*=0

P+ (x*-9) =0
x*+1=0 olamaz

2 -9=0=>x=4+3
{x1:3 icin y;=1
X2=-3 icin y;=-1

L Ll

bulunur. Ohalde z; =3+ i ve z; = —3 — i olacaktir.
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7.20 Alhstirmalar

10.

11.

12.

Y

L2 _p2e-i
z=(—- -1

2

sayisinin mutlak degerini bulunuz.

u=| u—1|+2i esitligini dogrulayan u karmasik sayisini bulunuz.

. lz=1]—-]2z42i|=0 esitligini dogrulayan z karmasik sayilarinin goriintii-

lerini bulunuz.

u=1+2ive v=3-isaylar arasindaki uzaklig1 bulunuz.

{z:] z—i|=< 3, z €@} kiimesini karmasik sayilar diizleminde belirtiniz.
{z:|z+1-2i|<| z+4|, z €€}’ ni karmasik sayilar diizleminde belirtiniz.
z=1-/3i sayisin1 kutupsal bicimde yaziniz.

z1 = 4(c0s200°+1sin200°) ve z, = 2(cos110°+isin 110°) ise z; / z; say1sim
a+ ib biciminde yaziniz.

arg[z—1+i] = 60 esitligini saglayan z karmasgik sayilarinin karmasik diiz-
lemdeki goriintiileri kiimesini gosteriniz.

L T4 S T3

(cisg) (cis3)

o AT R
(0134)

A= sayisini a + b biciminde yaziniz.
z = (1-1)% sayisin1 a + i b bigiminde yaziniz.

Asagidaki sekilde goriintiileri verilen z; ve z;'nin ¢carpimi olan sayry1 bu-
lunuz.
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13.

14.

15.

16.

BOLUM 7. KARMASIK SAYILAR

z = +1 sayisinin karekoklerini bulunuz ve karmasik diizlemde gosteriniz.

Kutupsal koordinatlar (2,135%) olan karmasik sayiy1 a + i b biciminde ya-
ZINniz.

4-(1++/3)i sayisinin kiipkéklerini bulunuz ve karmasik diizlemde goste-
riniz.

f> g :€ —C birer fonksiyon ve
fiz—z+1;, giz—2

ise (go f)(i)’yi bulunuz.



