Bolim

Determinantlar

Tanim 2.1. Bir kare matrisin determinanti, o matrisi bir sayiya esleyen fonksi-
yondur.

S6z konusu fonksiyonun degerine o matrisin determinanti denilir.

A bir kare matris ise, determinanti det(A) ya da |A| ile gosterilir. Burada | |
simgesi mutlak deger icin kullanilan simge degildir.

Determinantlar dogrusal denklem ¢éziimlerinde ¢ok ise yarar. Uygulamada bir
¢ok olayin matematiksel modeli matrislerle kurulur. Matrislerin 6zelikleri ya-
ninda, ortaya ¢ikan durumlarin ¢dziimlenmesi icin determinantlar devreye gi-
rer.

Determinantlari en genel durumuyla anlatmak belki en iyisidir, ama en peda-
gojik yol oldugu stylenemez. O nedenle, bbu kitapta, determinantlar1 hi¢ bil-
meyenlerin kolayca anlayacagi bir ydontemle anlatmayi tercih ediyoruz.

2.1 Determinatlar

1 x 1 Matrislerin determinanti

A matrisi en basit 1 x 1 tipinde bir matris olsun. Tek bileseni say1 olan bu tip
matrislerin determinanti, bilesen sayisidir.

A=1[12]

15
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matrisi 1 x 1 tipinde olan bir matristir ve determinanti |A| = 12 olur. Benzer

olarak,
A=(-12)
matrisi 1 x 1 tipinde olan bir matristir ve determinanti | A| = —12 olur.

2 x 2 Matrislerinin determinanti

A matrisi 2 x 2 tipinden bir matris olsun:

A= (_21 —34)

2 x 2 tipinden olan bu matrisin determinanti |A| = (-1)(—4) — (3)(2) = -2 bigi-

minde tanimlanir. Genel olarak,
a b
4= (c d)

gibi 2 x 2 tipinden olan bir matrisin deteminanti

|Al=ab-cd

olarak tanimlanir.

3 x 3 Matrislerinin determinanti

A matrisi 3 x 3 tipinden bir matris olsun:

1 2 5
A=|-2 4 3
7 6 5

3 x 3 tipinden olan bu matrisin determinanti

det(A) =1Al=1)4)(5)(2) +2.3.74+5.(-2).6 - (7.4.5+6.3.1+5.(-2).2) =

biciminde tanimlanir. genel olarak,

a a2 a3
A=|axn ax ax
asy dasz dss
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Sekil 2.1: Sarrus Yontemi

gibi 3 x 3 tipinden olan bir matrisin determinanti

det(A) =|A|
=a)1a220a33 + A12a23431 + 4134210432

—(az1axpa13 + Az dpza + azzdz1 diz)

olarak tanimlanir. Ancak bu tanim &ncekilere gore biraz daha karmasiktir. Bu
karmasiklig1 yoketmek icin daha basit bir yollar izlenebilir. izlenebilecek yol-
lardan birisi, 3 x 3 tipinden matrislerin determinantini bulmaya yarayan Sarrus
yontemidir. Oldukca pratik olan bu yontemi 6grenmek kolaydir.

Sarrus Yontemi

3 x 3 tipinden A matrisinin sag yanina birinci ve ikinci kolon bilesenlerini Se-
kilde goriildiigii gibi ekleyelim. Sonra a;; ax» ass asal kosegeni ile onun tistiinde
ve ona paralel cizgilerle gosterilen 6gelerin carpimlarinin toplamini yazahm.
Benzer olarak, (as;ax2a;3 yedek kosegeni ile onun altinda ve ona paralel ¢iz-
gilerle gosterilen 6gelerin carpimlarinin toplamini yazalim. Sonra birinci top-
lamdan ikinciyi ¢ikaralim. Cikan say1, verilen matrisin deterinantidir (bkz. Sekil
2.1).

Sarrus yonetimi 3 x 3 tipinden matrislerin determinantlarini bulurken pratik
kolaylik saglar. Ama daha biiyiik boyutlu matrislere uygulanamaz. O nedenle,
her tipten matrislere uygulanabilecek genel bir ydnteme gereksinim vardir.
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2.2 Baska Yontemler

Yiiksek Boyutlu Matrislerin Determinantlarinin Hesaplanmasi

Yukarida sdylenen metotlar 2 ve 3 boyutlu matrisler icindir. Matrisin boyutu
artinca o yontemler ise yaramaz. Hangi boyutta olursa olsun, bir matrisin de-
terminantini hesaplanak icin Laplace yontemi gecerli genel bir yontemdir.

Islemleri kisaltmak icin Gauss yoketme metodu da oldukga pratik genel bir yén-
temdir. Bu yontemleri asagidaki 6rneklerle inceleyecegiz.

Laplace Yontemi
Minor

n x n tipinden

an a2 a13...,01n
a1 dz2 az3,...,02p

anl1 Adp2 Qp3,...,qAnn

matrisinin herhangi bir a;; bilegeninin mindrii sdyle tanimlanur:

i-inci satir le j-inci kolon atilir. Geri kalan matrisin determinanti a; j bilesenine
kargilik gelen mindridiir. Buna gore, yukardaki A matrisinin a;; bilesenine kar-
silik gelen mindr

an a2 @z - O - ap
ax Ay a3 O aon
o o o .- 0 - 0O

am anz apz -+ O - app

bicimindeki matrisin determinantidir. Onu
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a;n aip a3 - O - ap,

axn  axp axg - O - agy
min(a;j) = M;j = O o o -0 - 0O

1 Ap2 apz -+ O -+ apg

bi¢iminde gosterelim. Tabii, minérii yazarken, yukarida bilesenleri L ile goste-
rilen i-inci satir ile j-inci kolonun silinecegini unutmayacagiz.

ornek:

6
A=13

2 3
11
3 4

—

0

matrisinin ikinci satirindaki bilesenlerin minérlerini bulalim. Once A matrisini

ann daipz a3
A= lax axp a3

asy dasy ass

matrisi gibi gibi diigiiniirsek, bu matrisin ikinci satirindaki bilesenlerine gore
mindrleri §dyle bulunur:

a1 = 3 bileseninin minoérii, ay; bilesenin bulundugu 2. satir ve 1. kolon atilinca
geri kalan 2 x 2 matrisinin determinantidir:

a2 a3

min(az) =
asz ass

Bu determinantin degeri
=24-33=8-9=-1

olur. Benzer olarak, ay, = 1 bilesenini minérti, ay, bilesenin bulundugu 2. satir
ve 2. kolon atilinca geri kalan 2 x 2 matrisinin determinantidir:

ay  as

min(az) =
asy  ass
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Bu determinantin degeri
=6.4-3.10=24-30=-6

olur. Son olarak, a3 = 1 bileseninin mindrii, ap3 bilesenin bulundugu 2. satir ve
3. kolon atilinca geri kalan 2 x 2 matrisinin determinantidir:

ay  ap
asy  asz

min(a;3) =

Bu determinantin degeri
=6.3-2.10=18-20=-2

olur.

azy  azs

min(az) =
aiz] dass

Bun determinantin degeri
=33-110=9-10=-1

olur.

2.3 Determinantlarin Ozelikleri

Determinantlarin pratikte ¢ok ise yarayan ozelikleri vardir. Bunlar1 genel du-
rum icin ispat etmek yerine, yalnizca 2 x 2 tipi matrisleri ¢in géstermekle yeti-
necegiz.

Teorem 2.1. Bir matrisin determinanti devriginin determinatina egsittir.

Ispat

2 x 2 tipi A matrisi ve AT devrisi (transpose) soyledir.

a=(Ca) -0

dir. Buradan determinantlar arasinda
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a ¢

_ AT
b oal =14

esitisi kurulabilir.

Teorem 2.2. Ucgensel bir matrisin determinant asal kosegen iizerindeki bile-
senlerinin ¢carpimina esittir

Ispat

a b
0 d

a 0

Al = b d

‘ =ad-b0=ad =

‘ = |AT|

Teorem 2.3. Matrisin iki satirt kendi aralarinda yer degistirirse determinantlari
ters isaretli olur. Ayni dzelik kolonlar igin de gegerlidir.

Ispat
a b d
|A| = c d‘ =ad—-b.c =—(bc-ad) ——‘ b‘
ve
a b b a
|A] = c d‘ =ad—-b.c =—(bc-ad) ——'d c
olur.

Teorem 2.4. Matrisin bir satirt bir A sayist ile carpilirsa, determinantt da o sayt
ile carpiimas olur.

Ispat

Aa Ab

AlA| = d

‘ =Aad—-Ab.c = Alad—bc) =

a b
Ac Ad

olur.



22 BOLUM 2. DETERMINANTLAR

Teorem 2.5. Matrisin bir satiri bir A sayist ile carpilip bagkas bir satira eklenirse,
determinanti degismez. Ayni dzelik kolonlar icin de vardir.

Ispat
a+Ac b+Ad a b a b
A= d ‘ sad=bc =1, d‘_ c+la d+ﬂtb'
a+Ab b a bl |la b+Aa
A= 4 2 d‘ mad=bc =1, d‘_ ¢ d+Ac
olur.

Teorem 2.6. Iki matrisin ¢carpiminin determinanti determinantlarinin ¢carpi-
mina egittir.

Ispat

matrislri verilsin.

ae+bg af+bh
ce+cg cf+dh

e f

|AB| = g h

c d

‘ =(ad—-b.c)(eh—-fg) =

ab‘

olur.

2.4 Uygulamalar

Onerme 2.1. Bir paralelkenarin alani, kendisini olusturan vektérlerden olusan
matrisin determinantina esittir.

Ispat

Kogeleri (0,0, (a, b), (a+ ¢, b+ d)ve(c, d) olan paralelkenar i¢in, s6zkonusu mat-
ris
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Onerme 2.2. Bir paralelyiiziin hacmi, kendisini olusturan vektérlerden olusan
matrisin determinantina esittir.

Ispat
Ornek:

matrisinin determinatini Sarrus yontemiyle ya da Laplace yontemiyle hesapla-
yabiliriz:

Sarrus Yéntemiyle Hesap:

det(A)=(-21.-1)+(-3.-1.0)0+(2.3.2)
=—(-3.1.2)—-(-2.3.00—-(2.-1.-1)
=2+0+12—-(-6)—-0
=18
olur.

Laplace Yontemiyle Hesap:

det(4) = (—1)1+2.2.det(_1 3 )+(—1)2+2.1.det(_2 —3)

2 -1 2 -1
=(-2).(-D.(-D)-23+1.((-2).(-1) = 2.(=3))
=(-2)(-5)+8
=18

olur.
Gauss Yontemiyle Hesap:

Gauss yontemiyle determinant hesaplarken, matrisin bir satirina baska bir sa-
tirin bir sayisal katinin eklenmesiyle determinantin degismedisi gercegine da-
yalidir. Tabii, ayn1 6zelisin kolonlar ignde gecerli oldugunu biliyoruz. Boyutlari
3 ya da daha cok olan matrislerde Gauss yoketme yéntemi diye adlandirilan bu
yontem islemleri kolaylagtirir. Uygun katsayilar secilerek, matris {iggensel bi-
ceme sokulabilir. Bu bagarilamadiginda, bir satir ya da kolondaki bilesenlerin
bazilar1 0 yapilabilir.
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Bunu yukaridaki 6rnek tizerinde gosterelim. Matrisin ikinci kolonu birinci ko-
lona eklenirse,

0 2 -3
A=[o 1 3
2 0 -1

matrisi elde edilir. A ile A; matrislerinin determinantlar1 aynidir. A; matrisini
birinci kolona gore agarsak

det(A) = (—1)3+1.2.det(§ _3)
=2.2.3-1.(-3)
-18

olur.

Ornek:

1 -4 2
A=|-2 8 -9
-1 7 0

matrisinin determinatin1 Gauss yoketme yontemiyle bulalim. islemleri acikla-
mak i¢in matrisin i-inci satirimi S; ile j-inci kolonunu Kj ile gosrerelim. Buna
gore birinci satirin iki katini alip ikinci satira ekleme eylemini (S +2S;) — (S2)
ile gosterecegiz. Benzer olarak (S3 + S1) — (S3) islemlerini yapalim:

1 -4 2 1 -4 2 1 -4 2
A=|-2 8 -9 =0 0 -5 =(0 3 2| =-(1)A3)(-5) =15
-1 7 0 0 3 2 0 0 -5

2.5 Ters Matris

Her gercel a # 0 sayisiicin 2 = aa™ = a™'a = 1 esitlisini saglayan bir ™" sayisi-

nin varligini biliyoruz. Oyleyse aklimiza gu soru takilmlidir: Acaba her A matrisi
icin

AAT ' =1=4A7"1A 2.1)
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esitlisini saglayan bir A~! matrisi var midir? Bu 6zeligin gene ancak bazi kisitlar
altinda var oldugunu gorecegiz.

Teorem 2.7. Tersinebilir (invertible) matrisin determinanti, tersinin ¢carpimsal
tersine esittir.

Ispat

det(A™!) =

det(A)
oldugunu bir érnekle gosterecegiz.

3 x 3 tipi matrislerin tersini bulmak i¢in Gauss yoketme ydntemini kullananan
pratik bir ydntemi bir 6rnek {izerinde gosterecegiz:

1 3 3
A=|1 4 3 (2.2)
1 3 4

matrisinin tersini bulmak icin, A matrisinin sagina birim matrisi asagida goriil-
diigii gibi ekleyelim:

1331100
1 431010 2.3)
1 3 41 001

Simdi bu goériintiide soldaki A matrisini bir tiggen matris haline getirmek i¢in

Gauss yoketme yontemini kullanacagiz. (2.3) matrisine S, — S islemini sonra
S3 — §; islemlerini uygulayalim.

1 3 3 1 00 1 3 3 0 0
14311 010=|0101] -110 (2.4)
1 3 4 0 0 1 0 0 1 01

1 03] 4 =30
=01 0 | -1 1 O (2.5)
001 ] -1 01
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bi¢imini alir. Son olarak, soldaki A matrisini birim matrise doniistiirmek icin
(2.5) imatrisine S; — 383 islemini uygulayalim:

1 00 ]| 7 -3 -3
/01 0| -1 1 O (2.6)
001 ] -1 0 1

(2.6) matrisinin saginda olusan

7 -3 -3
Al=-1 1 o 2.7
-1 0 1

matrisi aradigimiz ters matristir. Gergekten bunun aradigimiz ters matris oldu-
gunu gormek icin A~! A carpimim yapmak yetecektir:

7 -3 -3 1 3 3
AlaA=]-1 1 o |x|1 4 3 (2.8)
-1 0 1 1 3 4

Matrislerin ¢arpim kuralini uygulayarak,

71-31-31 73-34-33 73-33-34
A'A=|-11+11+01 -13+14+03 -13+13+04 (2.9
-1.1+0.1+1.1 -13+04+13 -13+03+1.4

olur ki buradan

1 00
A'A=]-0 1 0 (2.10)
0 0 1

cikar.

Yiiksek boyutlu matrislerin terslerini bulmak icin daha genel olan Laplace y6n-
temini kisaca aciklayalim.bilmek icin minor ve kofaktoér kavramlarina gerek-
seme vardir.
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Escarpan (cofactor)

A matsisinin a; ; bilegeninin minérii M;; olmak tizere

Aij= (D" detM;;

sayisina a; j bileseninin escarpani denilir.

Ornek:

3 4
51
0 3

matrisinin bilesenleri icin escarpanlari bulalim:

5
M =
1=

M, =

M3 =

Moy =

M3 =

13

-1
5

[S200\V]

1
3‘ =15-0=15=>A;; = (- M;; =15

g‘ =0-25=-25=> Aj3= (—1)1+3M13 _ o5
g‘ =9-0=9= Ay = (-1)*"'My; = -9

g =6_20=_143A22=(—1)2+2M21 — 14
3 =0-15=-15= Ay = (-1)*"*My; = 15

27

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)
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3 4

Ms=|o =3-20=-17= A3; = (-1’ Mz, =17 (2.18)
2 4

Mgp=| " =2+44=6= Az = (-1)**’ M3, = -6 (2.19)
2 3

Mgz=|" . =10+3=13= A3, = (-1)3"3 My, =13 (2.20)

Buna gore escarpan matris

(2.21)

15 8 —25)
-17 -6 13

cofA:(—9 -14 15
olur.

2.6 Ekli Matris

Adjoint Matrix

A matrisinnin her bir a;; bileseni yerine a;; bileseninin escarpan (cofactor)
konularak elde edilen matrise A matrisisnin eklenmisi (adjoint) denilir ve ad j A
simgesiyle gosterilir. Buna gore

(ade)ij = Aij (2.22)
olur. Bu gosterimler altinda
A.(ade)ij =B (2.23)

diyelim. Carpma kurah

n
bij = Z aik(ade)kj (2.24)
k=1

bagintisini verisr. Burada (2.22) kullanilirsa,

(adjA)yj=Ajk (2.25)
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cikar. Bu ise () geregince

n
bij=)_ ailAl i=j (2.26)
k=1
=0 i#] (2.27)

olmasim gerektirir. O halde B matrisi biitiin bilesenleri |A| olan kdsegen bir
matristir. Oyleyse

A.adjA)ij=B=|AlI (2.28)

esitligi yazilabilir.

2.7 Matrisin Tersi
A matrisi icin
AAT =T1=A71A (2.29)

kosulunu saglayan A~! matrisi A matrisinin tersidir. (2.29) esitliginin sol yani-
nin olabilmesi i¢in A nin satir sayis1 I birim matrisinin satir sayisina esit olma-
lidir. Sag yaninin olabilmesi icin I birim matrisinin satir sayis1 A~! ters matri-
sinin satir sayisina esit olmalidir. Soldaki carpimlarin olabilmesi i¢in A matri-
sinin kolon sayis1 ile A™! ters matrisinin satir sayisi esit olmalidir. Soldaki car-
pimlarin olabilmesi icin A™! ters matrisinin kolon sayisi ile A matrisinin satir
sayisl esit olmalidir. Biitiin bunlardan A ile A™! ters matrisinin ayn1 tipten ka-
resel matris olmalar1 gerektigi cikar.

Matrisleri lineer cebirde
AX =B (2.30)

bicemindeki denklemleri c6zmek icin kullaniriz. A matrisinin A~! ters matrisi
varsa, (2.30) denkleminin ¢6ziimii

AX=B (2.31)

bicemine doner. Dolayisiyla, karesel matrislerin tersini bulma eylemi 6nem ka-
zanir. Asagida ters matris bulmak i¢in en genel kuramsal yontemi verecegiz.
Hemen belirtelim ki, bu genel kural pratikte en iyi yontem degildir. Ornegin,



30 BOLUM 2. DETERMINANTLAR

17 x 17 tipinden bir matrisin tersini bulmak icin yapilacak carpma iglemlerinin
sayl1sl

nl'+n-1n?=(n+1)! =18 (2.32)

tanedir. Saniyede 10~% carpma islemi yapabilen hizli bir bilgisayarin séylenen
biitiin carpimlar1 bitirebilmesi igin 6.4 x 10'° saniye gereklidir. Bu ise 200 yildan
daha uzun bir zaman demektir.

O nedenle, matrisin tersini bulurken, biraz sonra anlatacagimiz genel yontem
yerine Gauss-Jordan yoketme yontemi daha pratiktir.

Teorem 2.8. AX = B dogrusal denkleminin X = (x,X2,...,%,) " ¢oziim kiimesi,
_ 1Al _ 1Azl | Al

) Xn=—-, (2.33)

X1 = yeeey
|A| |A| TTA|

dir.

Ornek 2.1.

Asagidaki ii¢ diizlemin kesisim noktasini bulunuz.

x+y+2z=1 (2.34)
3x+6y—-2z=0 (2.35)
x—y—-4z=3 (2.36)

Coziim: Istenen kesisim noktasi bu ii¢ dogrusal denklemin ¢oziimiidiir. Siste-
min katsayilarindan olusan katsayilar determinanti,

1 1 2
det(A)=|Al=|3 6 -1[=32
1 -1 -4
dir. Buradan
T A 7!
XZE 6 —1_3_2
Y01 -1 -4
1 1 1 2 32
Y=g 6 hEgp et
1 -1 -4
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) 1 1 2 0
z=—32 3 6 -1 :—32:0
YN -1 -4

bulunur. Oyleyse aranan kesisim noktasi ti¢ boyutlu uzayda P (2, —1,0) noktasi-
dir.



