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0.1 Kiimeler

Bu derste, kiimeyi nesnelerin toplulugu diye tanimlayacagiz 23, 4/5.
Kiimeyi nesneler toplulugu olarak tanimlamanin mantikta paradok-
slara yol ac¢tig1 bilinir. Paradokslarin yokedilmesi i¢in, Kiimeler Ku-
raminin belitsel (axiomatic) yontemlerle olusturulmasi, 20.ytizyil
matematiginin énemli ugrasilarindan birisi olmustur. ®7. Ancak,
bu dersin amacini asan o konuya girmeyecegiz. Yapmak istedigimiz
is, Ktimeler Cebirini incelemektir. Baska bir deyisle, kiimeler {iz-
erinde bilesim, arakesit, fark ve simetrik fark islemlerini yapacak ve
kiime ailelerini inceleyecegz. Bu basit is i¢in, kiimeyi Georg Can-
tor (1845-1918)'un yaptig1 gibi, nesnelerin bir toplulugu olarak ele al-
mak ¢ok kisitlayici olmayacaktir. Bu yontem, 6zellikle, konuya ilk
baslayanlar igin, belitsel yonteme gore ¢ok daha kolay anlasilir nite-
liktedir. Bu yontemle kurulan kiimeler kuramina sezgisel nitelemesi
verilir.

Belitsel olsun ya da olmasin, her sistemin {izerine oturdugu ilkel
kavramlar1 vardir. Bir sistemin ilkel kavramlarini, o sistem icindeki
baska nesneler ya da kavramlarla belirlemek miimkiin degildir. Bun-
lara sistemin tanimsiz terimleri ya da ilkel terimleri diyoruz. Ornegin,
iyi bildigimiz Oklit Geometrisinde nokta kavramini kendisinden daha
basit kavramlarla agiklama olanag: yoktur. O nedenle, nokta terimi,
geometrinin tanimsiz (ilkel) terimlerinden birisidir.

Genel kurala uyarak, 6ncelikle kiimeler kuraminin dayandigi
tanimsiz terimleri ortaya koyacagiz. Bundan sonraki her yeni tarum,
bu tanimsiz terimlerle ifade edilir; bagka bir belirsiz kavram ya da
bilinmeyen nesne yapiya giremez.

Bir belitsel yap1 kurulurken yapiya saglam dayanak olacak sayida
tanimsiz terim ortaya koymak gerekir. Tanimsiz (ilkel) terimlerin
sayis1 gereginden az ya da ¢ok olmamalidir. Bir belitsel sistemde,
otekiler cinsinden ifade edilebilecek kavramlari, yapmin tanimsiz
terimleri olarak almamak gerekir. Ayrica, bir belitsel yapidaki tanim-
s1z terimlerin, kendilerine verilecek 6zeliklerinden baska 6zeliklere
sahip olduklarini, ya da, bize aliskin oldugumuz bazi 6zelikleri ima
ettiklerini varsaymayacagiz.

CONTENTS 5

Kimeler
Cebiri

Figure 1: Georg Cantor

2 Paul R. Halmos. Naive Set Theory. Van
Nostrand Reinhold, London, 1960

sHalmos: Naive Set Theory
4E. Kamke. Theory of Sets. Dover Pub.,
New York, 1950

sKamke: The Theory of sets
¢ Paul J. Cohen. Set Theory and the Con-

tinuum Hypothesis. Dover Publications,
New York, 2007

7Cohen: Set Theory and
continuum Hypothesis

Hemen belirtelim ki, kiimeler cebirini incelemek icin ortaya koyacagimiz tanimsiz terimler, kiimeler ku-

ramini eksiksiz bir belitsel yap1 olarak kurmaya yetmeyecek, sistemi, i¢indeki paradokslardan arindiramay-

acaktir. Ama, asil amacimiz olan kiimeler cebirini eksiksiz islememize yeterli olacaktir.

0.2 Kavramlar

.kavramlar
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Kiime ve Oge

9

Kiimeyi sezgisel olarak tanimlayacagimizi sdylemistik. Kiime igin
asagidaki ozelikleri varsayacagiz.

Tanim o.1.

1. Kiime, belirli nesnelerden olusan bir topluluktur.

2. Kiimeyi olusturan nesnelere kiimenin 6geleri denilir.

3. Kiimeye ait 6geler arasinda bir siralama olmasi gerekmez.

4. Bir 6ge, kiime icinde ancak bir kez yer alabilir.

0.3 Kiime'nin Tanimsiz Terimleri

10

Kiimeler cebirini islemek i¢in dort tanimsiz terime gerekseme duy-
acagiz:

1. kiime

2. 0ge

3. icerilme (elemani olma)

4. nicelik sayis1

Tanim o.2.

x herhangi bir nesne olsun. Buna bazen belirsiz, bazen de degisken
denilir. iginde x bulunan bir ¢(x) 6nermesi (ifadesi) tanimli olsun.
Eger bu 6nerme dogru ise, x nesnesi ¢ énermesini sagliyor (dogru-
luyor), diyelim ve bunu, ¢(x) = 1 anlamina gelmek tizere, kisaca,

¢(x)

simgesiyle gosterelim.

Eger, ¢(x) yanlig bir 6nerme ise, X nesnesi ¢ dnermesini saglamuyor
(dogrulamiyor) diyelim ve bunu da, ¢(x) 6nermesinin degili anlamina
gelmek tizere,

¢'(x),  ~ox), () (1)

simgelerinden birisiyle gosterelim.

px)=0 = ¢'(x)=1 )

oldugu agiktir.

Kkitime
oge

. Tanimsiz
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¢ Onermesini saglayan biitiin x nesnelerinin olusturdugu toplu-
lugu,

{x] ¢(x)}  yada {x: ¢(x)} ®)

simgelerinden birisiyle gosterelim. (3) topluluguna bir kiime, bu
toplulugu olusturan her bir x nesnesine bu kiimenin bir dgesi (ele-
mani) diyecegiz.

Kiimeleri, genellikle, A, B,..., X, Y, ... gibi biliytik harflerle, 6gelerini
isea,b,c,...,x,y,... gibi kiiclik harflerle gosterecegiz. Ayrica 1,2,3, ...
gibi sayilar1 ya da baska simgeleri de 6ge olarak gosterebiliriz.
lyi Tammhlk 11 I . 1

Bir kiime ancak icerdigi biittin 6geler kesinlikle belirli ise tanim- " y]- tanlm 1
lidir. Matematikte 6geleri belirsiz olan kiime olmaz.

Kiimeyi tanimlamak icin, 6geleri kesinkes belirleyen sozel tanim-
lar yapabiliriz. Ama, daha matematiksel bir yol, tanimlayacagimiz
nizca onlari ifade eden ¢ 6nermesini belirledikten sonra, kiimeyi
(3) biciminde yazmaktir. Boyle yaptigimizda, kiimenin icerdigi 6geler
kesinkes belirlenmis olur. Bazen, ¢(x) yerine onu ifade eden tiimceler
de kullanabiliriz. Kiimenin biitiin 6gelerinin kesinkes tanimlan-
masma kiimenin iyi tanimlanmasi, diyoruz.

Her kiime iyi tanimli olmalidir.

(3) kiimesini belirleyen ¢ énermesi, yalin bir énerme olabilecegi
gibi, bilesik bir 6nerme de olabilir.

0.4 Kiimelerin Gosterimi

’ -gOsterim

Kiimelerin gosterimi icin {i¢ yontem kullaniriz: Niteleme Yontemi,
Listeleme Yontemi, Venn Diyagrami.

Niteleme Yontemi

OGELERIN ORTAK OZELIKLERINI BELIRLEME

Kiimelerin (3) biciminde gosterilmesidir. Bu gosterimde ¢ 6ner-
mesi, kiimenin 6gelerinin belirleyici ve ayirici niteliklerini belirtir.
Bu nedenle, (3) gosterimine Niteleme Yintemi (Ortak Ozelik Belirleme
Yontemi) denilir.

Listeleme Yontemi

13

Jisteleme

KUMENIN OGELERINT PARANTEZ ICINE YazMA
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Baz1 6zel hallerde, kiimenin 6gelerini tek tek yazmak ya da belirli
bir kurala uyar bigimde siralamak miimkiin olabilir. Kiimeleri liste
bigiminde gosterirken, kiimenin 6gelerini { } parantezi icine yazariz.
Kiime parantezi i¢ine yazilan 6gelerin siras1 énemli degildir. Ayrica,
ayn1 6ge birden ¢ok yazilmigsa, o 6ge bir kez var sayilir. Bu yonteme,
Kiimenin Ogelerini Listeleme, { } parantezine de kiime parantezi diye-
cegiz.

Ornekler:

1. Ogeleri a,b, c olan kiimeyi A = {a,b,c}, A = {b,a,c}, A = {c,b,a}

vb gibi yazabiliriz. Kiime parantezi i¢ine 6gelerin hangi sirada
yazildig1 énem tagimaz.

2. {a,b,c} kiimesi ile {a,a,a,b, c} kiimesi ayrudur; ¢tinkii a 6gesi
kiime parantezi i¢ine birden ¢ok kez girse bile ancak bir kez var
oldugu kabul edilir.

3. A kiimesinin 6geleri a,b,c,d, ¢, ... ise, A kiimesini
A={ab,cde,...} (4)

bigiminde yazariz. Bu yazilistan herkesin, kiimenin 6gelerinin al-
fabedeki biitiin harfler oldugunu algilamasini umut ederiz. Ancak,
kimileri, kiimeyi boyle algilamayabilecegi icin, listeleme yontemi
bazen yanlis anlamalara neden olabilir.

4. Tam sayilar kimesinin niteleme yontemi ile gosterimi,
{ x| x tam sayidir} (5)
bi¢imindedir.
5. Tam sayilar kiimesini listeleme yontemiyle gosterecek olursak,
{...,—5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,... } (6)

yazabiliriz. (5) gosterimdeki " x tam sayidir " 6nermesi, kiimeyi be-
lirleyen ¢(x) dnermesidir. (6) gosterimine gelince, biiyiik parantez
icinde ... ile belirtilen yerlere yalnizca tam sayilarin yazilmasi
gerektigini anliyoruz. Tabii, bu tiir bir gosterimi kullanirken,
herkesin yazili olmayan 6gelerin ne oldugunu kesinlikle anlaya-
cagindan emin olmak gerekir; degilse yanlis anlamalar dogabilir.
Eger yanlhs anlam ¢ikacag: kuskusu varsa, niteleme yontemine

gecmek daha uygun olur.
14 14 0.1’de birinci 6zelik, kiimenin
Ogelerinin kesinlikle belirli oldugu
6. anlamia gelir. Hangi 6genin kiimeye

ait oldugu ya da olmadig1 konusunda
K = {kiitiiphanemizdeki kitaplar } hic bir kusku olmaz.
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ifadesi kiimeyi kesinlikle belirler. Ciinki, kiitiiphanemizdeki her
kitap K kiimesinin bir 6gesidir; kiitiiphanemizde olmayan hig bir
kitap K kiimesine ait degildir.

{iyi kitaplar}

deyimi bir kiime tanimlamaz. Ciink, iyi kitap” kavram kisiden
kisiye degisir. Dolayisiyla , Tanim o0.1'in ilk 6zeligi saglanmaz.

Bu orneklerde goriildiigii gibi, listeleme yontemi, bazi1 hallerde
daha kolay algilanabilir. Ancak, kiimelerin biiyiik cogunlugunda,
ozellikle, 6ge sayis1 ¢ok olan kiimeler i¢in, listeleme yontemini
kullanmak olanaksizdir. Ornegin, sinifinizdaki biitiin 6grenci-
lerin adlarimi yazarsaniz, smiftaki 6grencilerden olusan kiimenin
Ogelerini listelemis olursunuz. Ama, okuldaki biitiin 6grencilerin
kiimesini listeleme yontemiyle ile gostermek ¢ok zordur.

Venn Diyagrami

7 .. -Venn
KUMELERI SEKILLE GOSTERME

Ingiliz matematikgi John Venn(134-1923) kiimesel iglemlerin kolay

algilanmasini saglamak igin kiimeleri diizlemsel sekillerle gosterdi.

Kiimeleri istedigimiz sekillerle gosterebiliriz. Ama, duyu organ-

larimiz iki boyutlu sekilleri; yani diizlemsel sekilleri daha kolay al-

gilar. Bu gosterimde, genellikle, daire ve elips kullanilir. Tabii, Venn

diyagrami her kiimeyi gosterebilen bir yontem degildir.

0.5 Temel Kavramlar

Varlik Beliti

16
16 3

Belitsel Kiimeler kuraminda, kiimelerin varlig: ve esitligi gibi temel
kavramlar birer belit olarak kabul edilir. Ornegin, ¢ bir 6nerme ise,
(3) kiimesinin varligs, bir belit (aksiyom) olarak varsayilir. Ama biz,
kiimelerin varligini ve simdiye dek ele aldigimiz 6zeliklerini sezgisel
olarak varsayryoruz.

Icerme-Icerilme

17 . E

Bir a 6gesinin A kiimesine ait olmasini,
acA yada A>a (7)

simgelerinden birisiyle gosterecek ve
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® " §gesi (elemant) A kiimesine aittir.”
e "a dgesi A kiimesinin ogesidir.”

e "A kiimesi a 0gesini icerir.”

e " ggesi A kiimesince icerilir.”

ifadelerinden birisiyle styleyecegiz.

Ierilme tanimu geregince, (3) verildiginde 2 € A olmast igin, a
Ogesinin ¢ onermesini saglamasi gerekli ve yeterli kosuldur; yani
¢(a) onermesi dogru olmalidir. Oyleyse,

acA = ¢(a) 8)

yazilabilir. b 6gesinin A kiimesine ait olmadigin

b¢g A yada AZFb (9)
simgelerinden birisiyle gosterecek ve
o "b ggesi (elemant) A kiimesine ait degildir.”
e "b ggesi A kiimesinin dSesi degildir.”
o "A kiimesi b 0gesini icermez.”
diye soyleyecegiz. Asagidaki denklikler vardir.

aeA=A>a (10)
agA=AZa (11)

Kapsama

18

Tanim o.3. A kiimesinin her 6gesi B kiimesine ait ise, "A kiimesi, B
kiimesi tarafindan kapsanir" ya da "B kiimesi A kiimesini kapsiyor,"
denilir ve A C B simgesiyle gosterilir.

19
C simgesine kapsama bagintist denilir. A C Bile B D A es anlam-
lidir. Kapsamay1 simgesel olarak soyle gosterebiliriz:

ACB= (x€ A= x € B) (12)

Evrensel Kiime

Evrensel teriminin anlamindan hareketle, evrensel kiime terimini, "her
seyi iceren kiime” olarak algilayabiliriz. Buradan,

"Biitiin kiimelerin kiimesi”

9 A C Bise A kiimesi B kiimesinin
bir altkiimesidir ya da B kiimesi A
kiimesinin bir iistkiimesidir, denilir.



kavramina gegilebilir. Oysa, bu kavram Kiimeler Kurami’'nda paradoks
yaratiyor. 20.ylizyilin biiyiik matematikgilerini ugrastiran bu konuyu
sonraki boliimlerde ele alacagiz.

Kiimeler cebirini incelemek igin biitiin kiimelerin kiimesi'ni diistin-
memiz gerekmiyor.

Matematikte, 6geleri kesinlikle belirli olan kiimeler tizerinde
calisiriz. Bunlar, cogunlukla, dogal sayilar, tam sayilar, gercel sayilar,
karmagik sayilar gibi say1 kiimeleri, analizde kullandigimiz fonksiyon
uzaylar: ya da cebirde kullandigimiz grup, halka,cisim gibi cebirsel
yapilardir. Tabii, bunlar disinda soyut kiimeleri de ele aliriz. Ama her
durumda, kiimenin kesinlikle belirli oldugu varsayulir.

Evrensel kiime kavramini, her seyi i¢ine alan kiime olarak diistin-
mek yerine, belli bir isi yaparken o is i¢in gerekli olan biitiin kiimeleri
kapsayan (gerekli biitiin 6geleri iceren) bir kiime olarak ele al-
mak isimizi kolaylastiracaktir. Ornegin, {1,3,5,7,9,11} kiimesiyle
ugrasirken, evrensel kiime olarak {tek sayilar} kiimesi fazlasiyla
yeterlidir. Istenirse, evrensel kiime olarak, tam sayilar kiimesi ya da
gercel sayilar kiimesi de secilebilir. Ama evrensel kiimeye, sayilarla
birlikte, s6z gelimi, bocekler kiimesini de katmanin geregi ve yarari
yoktur.

Evrensel kiime belirli bir tek kiime degildir. Her is igin gerekli
olan biittin 6geleri iceren (miimkiinse bilinen) en kiigtik kiime olarak
alinmasi amaca uygun olur. Tabii, burada bilinen ve en kiigiik kiime
kavramlari, kisiye gore degisebilir Ornegin, yukaridaki {1,3,5,7,9,11}
kiimesiyle ugrasirken, kimisi tek sayilari, kimisi biitiin dogal sayilar
evrensel kiime olarak alabilir. Ustelik, istersek 20 den kiiciik dogal
syilar kiimesi de evrensel kiime olabilir. Bu durumda, kiime tiz-
erinde yapilacak islemlerin sonuglarinin 20 yi agmayacaginin bilin-
mesi gerekir. Evrensel kiimenlerin farkli segilmesi, kiimeler cebirinde
bir sorun yaratmayacaktr.

Bir is igin kullanacagimiz evrensel kiimeyi sozel olarak tanim-
layabiliriz. Ornegin, tek sayilar deyimi kiimeyi kesinlikle belirler.
Herkesin ayni1 kavramda anlagsmasini saglamak igin evrensel kiime
se¢imini onermelerle yapmak yetecektir. Belli bir iste gerekli biitiin
x 0gelerini belirleyen bir U 6nermesi diistinelim. Animsanacag1 gibi,
U(x) simgesi, x 6gesinin U dnermesini sagladigi anlamina geliyordu.
Baska bir deyisle, U(x) énermesinin dogruluk degeri 1 dir (dogru).
Bu kosulu saglayan biitiin x 6gelerinin olusturdugu kiimeye U nin
belirledigi evrensel kiime diyecegiz. Bu kiimeyi U ile gosterelim.

U={x|Ux)} (13)

Genellikle, bir iste bir tek evrensel kiime kullaniriz. Baskasiyla
karismasi tehlikesi yoksa, gosterimleri basitlestirmek i¢in, islemler-
imizde U 6nermesini hi¢ kullanmayiz. Ornegin, U yerine E yazariz.

CONTENTS

U

Figure 2: Evrensel Kiime

[}

Figure 3: Birleim

Figure 4: Arakesit

Figure 5: Fark

lﬂHQHB\J
N

Figure 6: Simetrik Fark

11
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Daha 6nemlisi, altkiimeleri kullanirken de bunu yapariz. Ornegin,
dogal sayilar kiimesini evrensel kiime olarak almigsak, T tek sayilar
altktimesini belirlemek igin

T={k|keNA (ktek sayidir)}
gosterimini kullanmak yerine,
T = {k| (k tek sayidir)}

yalin bigimini kullanacagiz. Bunu matematiksel simgelerle ifade
edelim. U nm belirledigi evrensel kiime iginde bir ¢ dnermesini
saglayan x dgelerinin olusturdugu A altkiimesini

A= {x[U(x) A g(x)}
={x|(xeU)ng(x)}
bigimlerinden birisi ile gostermek yerine
A={x|¢(x)} (14)

yalin biciminde gosterecegiz.
Evrensel kiime igin bir tanim yapmak gerekirse soyle diyebiliriz:

Tanim o.4. Belli bir is igin, o anda ele almmma olasilig: olan biitiin 6geleri

(nesneleri) igeren kiimeye evrensel kiime denilir.

Figure 7: Evrensel Kiime : U

Ornegin, {1,3,5,7} kiimesi ile islem yaparken, evrensel kiime
olarak tek sayilar kiimesini, dogal sayilar kiimesini ya da tam sayilar
kiimesini almak miimkiindiir. Evrensel kiimeyi belirleyen genel
bir kural yoktur. Isleme giren 6gelerin hepsini kapsayan en kiigiik
kiimeyi evrensel kiime olarak se¢mek uygundur. Aslinda, kiimeler
cebiri ile ilgili islemlerin ¢ogunda evrensel kiimenin kim oldugu
onemli bir fark yaratmayacaktir. Ele alinan kiimeler soyut ise; yani
0geleri belirtilmiyor ise, 0 anda s6z konusu olabilecek biitiin 6geleri
kapsayan kiimeye evrensel kiime deriz. Bu anlasma, kiimeler ce-
birinde bir sorun yaratmayacaktr.

Evrensel kiimeyi, gogunlukla E simgesiyle gosterecegiz.

Ornekler:

1. Dogal sayilarla ¢alisirken, biitiin dogal sayilarin kiimesini evrensel
kiime olarak se¢mek yeterlidir.

2. Dogru iizerindeki noktalarla ¢alisirken, dogru kiimesini evrensel
kiime olarak se¢mek yeterlidir.

3. Bir tilkede demografik ¢oziimlemeler yaparken, o iilkenin nii-
fusunu evrensel kiime olarak segmek yeterlidir.
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Tiimleyen Kiime

Evrensel bir kiime secilince, o anda ele alinan biitiin kiimeler, evrensel
kiimenin altktimeleri sayilacag icin, evrensel kiime s6zkonusu
kiimelerin hepsini kapsayacak biiytikliikte se¢ilmelidir. U = E
evrensel kiimesinin bir altkiimesi A olsun. A C E kiimesi

A={x]9(x)} (15) X
bi¢iminde tanimlansin. b /

Tanim o.5. A kiimesine ait olmayan ama E evrensel kiimesine ait 6Selerin

olusturdugu kiimeye A nin (E ye gore) tiimleyeni denilir ve Figure 8: Ttimleyen Kiime : A’

E\A, E—A, A, ~A A (16)
simgelerinden birisiyle gosterilir.

Evrensel kiimeyi belirtmek gerektiginde ilk iki simgeyi kullanmak
daha uygundur.
(15) ile verilen A kiimesinin A° tiimleyenini simgesel olarak

AT ={x]¢'(x)} (17)

bigiminde yazabiliriz.

Dogal olarak, evrensel kiime degisirse, tiimleyen kiime de degise-
cektir. Ama, boyle olusu, ayrn evrensel kiimeye ait kiimeler tizerinde
yapilacak islemlerde bir sorun yaratmayacaktir.

Kiime ve tiimleyeni tanimlarindan, E evrensel kiimesini

E={x|¢p(x)V¢'(x)} (18)

bi¢iminde yazabiliriz. Bu yalin gosterimlerde kullanmadigimiz U(x)
Onermesinin saglandigini gizil bigcimde kabul ediyoruz.

Theorem 0.6. E evrensel kiime ise, her x € Eve A C E kiimesi igin
asagidaki ozelikler gecerlidir.

xEA=x¢gA (19)
xcA=x¢gA (20)

Kanit: Tumleyen kiime tanimindan ¢ikar.
Lemma o.7. Her A kiimesi igin (A') = A esitligi saglanr.

KANTIT:
xEA=x¢g A = xe (A

13
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Bos Kiime

20
20

Tanim o0.8. Hicbir 6gesi varolmayan kiimeye, boskiime diyecek ve bunu
@ simgesiyle ya da ici bog { } parantezi ile gosterecegiz.

Boskiimenin, kiimeler cebirinde oynadig: rold, sifirin sayilarda oy-
nadig1 role benzetebiliriz. Tabii, sifirin boskiime olmadigini sGylemek
gerekmez.

Ornek o0.9.
Higbir insan 200 yil yasamadigina gore,
@ = { Ikiyiiz yagim gegmis ressamlar}
olur.
Theorem o.10. Her kiime boskiimeyi kapsar.

KaNIT: A herhangi bir kiime olsun.
xe®=xcA (21)

oldugunu gostermeliyiz. Bunun icin olmayana ergi yontemini (¢ = 3 = = = —¢p)
kullanabiliriz. boskiimenin hi¢ bir 6gesi olmadigindan, A kiimesine

ait olmayan hig bir 6genin bogkiimeye de ait olamayacag: apagiktir. O

halde,

XE€A=>xEO (22)
yazilabilir.

Theorem o.11. Evrensel kiimenin tiimleyeni boskiimedir. Boskiimenin
tiimleyeni evrensel kiimedir.

KaniT: E' = @ ve @ = E oldugunu gostermeliyiz. Tiimleyen
kiime taniminda, A yerine E konulursa

E'={x|x€ EAx &E}

olur. Sagdaki kiime parantezi i¢cindeki 6nerme hepyanls bir 6ner-
medir. O halde, 6nermeyi saglayan higbir x 6gesi yoktur. Oyleyse, E’
tiimleyeninin higbir dgesi yoktur. E' = @ olur.

Teoremin ikinci kismi1 da benzer olarak kanitlanabilir.

@ ={x|xc EAnx gD}

Sagdaki kiime parantezi igindeki 6nerme hepdogru bir 6nermedir;
evrensel kiimeye ait her x 6gesi 6nermeyi saglar. Oyleyse, @' tiimleyeni
evrensel kiimedir; yani E = @’ olur.
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Tek Ogeli Kiime

Tanim o.12. Yalnizca bir tek a 6gesine sahip kiimeyi {a} ile gosterecek ve
adina tek 6geli kiime diyece§iz.

21 ' q bir 6gedir, {a} ise bir kiimedir.

Dolayisiyla bu ikisi birbirlerinden
. farklhidir ve a € {a} olur.
Altkiime ve Ustkiime

Tanim o.13. A kiimesi B kiimesi tarafindan kapsaniyorsa " A kiimesi B
kiimesinin bir altktimesi dir,” ya da "B kiimesi A kiimesinin bir tistktimesi’dir,”
denir ve

ACB,yadaBD A (23)

simgelerinden birisi ile gosterilir.

Esit Kiimeler Figure 9: Altkiime: B C A C U

Tanim o0.14. A kiimesi B kiimesinin altkiimesi ve B kiimesi de A kiimesinin
altkiimesi ise, " A ile B kiimeleri birbirlerine esittir,” denilir ve bu durum,
A = B simgesiyle gosterilir.

A=B=[(ACB)A(BCA) (24)

Has Altkiime

A C B = A kiimesi, B nin bir altkiimesidir, olmasi, A kiimesinin
B ye esit olamayacag1 anlamina gelmez. Ornegin, her kiime kendi
kendisinin bir altkiimesidir A C A. Neden?

Bazen, altkiimenin tistkiimeye esit olmadigini vurgulamak gerekir:

Tamim o.15. A kiimesi, B kiimesi tarafindan kapsaniyorsa ve A ile B egit
degilseler, A kiimesi B kiimesinin bir has altkiimesi'dir, denilir.

Bu durumu simgesel olarak,

(ACB)A(A#B) (25)
biciminde gésterecegiz.zz. > Uyar: Bazi kaynaklarda A C B yer-
ine A C B simgesive (A C B)A (A #
B) yerine de A C B simgesi kullanilr.
Kuwvvet Kiimesi Tabii, bir kavramin hangi simgeyle
gosterildigi, o kavrama etkimez; ama
23 hangi kavram igin hangi simgenin

kullanildigimi daima bilmek ve tutarl
. o bi¢cimde kullanmak gerekir. Bu derste,
onemli bir arag olarak kullanilir. yahinlig1 saglamak icin, A C B simgesini

A C B anlaminda kullanacagiz

Kiimeler cebirinde bir kiimenin biitiin altkiimelerinden olusan aile

Tanim 0.16. Bogs olmayan bir kiimenin kuvvet kiimesi, onun biitiin al-

tkiimelerinden olugan kiimedir. 2 kuvve.t
kiimesi
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Bir A kiimesinin kuvvet kiimesi &?(A) simgesiyle gosterilir.

Ogeleri kiimeler olan bir toplulugun kendisi de bir kiimedir. An-
cak, onlara kiimeler ailesi diyecegiz. Boylece, 6geleri kiimeler olan
kiimeyi algilamak daha kolaylasacaktr.

Asagidaki 6nermenin kanit: ileride goriilecek bazi bilgilere dayanur.

Theorem o.17. n dgeli bir kiimenin biitiin altkiimelerinin sayis1 2" dir.

Nicelik Sayist

Bazen, bir kiimede kag 6ge oldugunu bilmemiz gerekir. Bir kiimenin
ogelerini sayabiliyorsak, sayma eylemi sonunda eristigimiz say1, o
kiimenin nicelik sayisidir. Ama, kiimelerin ¢ogunun 6gelerini saya-
mayiz. Boyle olsa bile, her kiimenin dgelerinin miktarini belirten bir
kavramin (sayimnn) olmasi gerektigini sezebiliyoruz. Bu nedenle, su
beliti varsayacagiz.

Aksiyom o.18. [Nicelik Sayilarinin varligi] Her kiimenin bir ve yalniz
bir nicelik sayist vardir. Sayilabilen kiimeler igin, nicelik sayisi, kiimenin
ogelerinin sayisidir.

Bir A kiimesinin nicelik say1s1
A, 4(A), n(A), card(A), A (26)

simgelerinden birisiyle gosterilir.

0.6 Sonlu ve Sonsuz Kiimeler

Tanim o.19. Nicelik sayisi bir dogal sayiya esit olan kiimeler sonludur.
Sonlu olmayan kiimeler de sonsuzdur.
Sonlu kiimelerin 6gelerini sayarak bitirebiliriz, ama sonsuz kiimelerin
Ogelerini sayarak bitiremeyiz>4. % Bu kisa bilgi bize yetecektir. Ama

(")rn ekler: sonlu ve sonsuz kiimelerin ayrintisi i¢in
) Soyut Matematik kitaplarmna bakilabilir.

1. Alfabemizdeki harflerden olusan {4, b,¢, ..., y,z} kiimesi sonludur.
2. 1000 den kiigtik ¢ift tam sayilar kiimesi sonludur.

3. Bir quval piringten olusan kiime sonludur.

4. N=1{0,1,2,3,4,...} Dogal Sayilar Kiimesi sonsuzdur.

5. Z={...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...} Tamsayilar Kiimesi sonsuzdur.
6. R = Gergel Sayilar Kiimesi sonsuzdur.

7. Diizlemdeki noktalar kiimesi sonsuzdur.



0.7 Algtirmalar

1. A, kiimesinin evrensel kiimesi E ise, asagidaki bagintilarin sag-
landigini gosteriniz.

a. A=E\A
0. A'=E\A
LAY = A
d E=0
e. @ =E

2. Asagidaki ifadelerden hangileri bir kiime tanimlar?

(a) Alfabemizdeki biitiin harfler.
(b) Bitiin insanlar.
() 3x =9 denklemini saglayan gercel sayilar.
(d) lyi futbolcular.
(e) Depreme dayanikli evler.
(f) Tek sayilar.
(g) Biiyiik sayilar.
(h) Unlii yazarlar.
(i) lyi kitaplar.
3. IN dogal sayilar kiimesi ile A = {2,4,6,8,10} B = {1,3,6,7,8}
ktimeleri veriliyor. Asagidakilerden hangileri dogrudur?
(@ 6€ A
(b) 13 B
(c) 13¢B
d AeN
(e) ADN
) ACN
(g) ACB
(h) ADB
(i) A€eB
() AcB

0.8 Kiime Islemleri

25

CONTENTS

. Kiimesel
Islemler
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Bilesim 20
Ya A kiimesine ya B kiimesine ya da hem A ya hem de B ye ait
olan biitiin 6gelerden olusan kiimeye, A ile B nin bilesimi, denilir ve

AUB simgesiyle gosterilir; yani,
AUB = {x|(x€A)Vv(xeB)} (27)
dir. Bilesimin Venn ¢izenegi Sekil 10’deki gibidir.
Arakesit 27
Hem A kiimesine hem de B kiimesi ne ait olan biitiin 6gelerden

olusan kiimeye, A ile B nin arakesiti ya da kesisimi denilir ve. A N B
simgesiyle gosterilir. yani,

ANB={x|xe€ AANx € B} (28)

dir. Arakesitin Venn cizenegi Sekil 11°deki gibidir.

Ayrik Kiimeler A ile B kiimelerinin arakesiti bos ise; yani,
ANB = O (29)

ise, A kiimesi ile B kiimesi birbirlerinden ayriktirlar (kesismiyorlar), de-
nilir.
Higbir ortak 6gesi olmayan iki kiime ayriktur.

Kesigen Kiimeler A ile B kiimelerinin arakesiti bos degilse ; yani,
ANB # @ (30)

ise, A ile B kiimeleri ayrik degildir (kesisiyorlar), denilir. Kesisen iki
kiimenin en az bir tane ortak 6gesi vardir.

paragraphFark?®

A kiimesinin 6gelerinden B kiimesine de ait olanlar1 attiktan
sonra, geriye kalan 6gelerin olusturdugu kiimeye, A ile B nin fark
diyecek ve bunu A \ B ya da A — B simgelerinden birisiyle gostere-
cegiz; yani,

A-B=A\B={x|x€ AANx¢B} (31)

dir. Fark kiimesinin Venn gizenegi Sekil 12’deki gibidir.

(A\ B) # (B\ A) oldugu apagiktir.

Simetrik Fark A ile B nin bilesim kiimesinden, arakesitlerinin ¢ikaril-
mastyla elde edilen kiimeye, A ile B kiimelerinin simetrik fark: diye-
cek ve bunu AAB simgesiyle gosterecegiz; yani,

AAB = {(AUB)\ (ANB)} (32)

-Bilesim

Figure 10: Bilesim : AUB

-Kesisim

Figure 11: Arakesit: AN B

.Fark

Figure 12: Fark: B\ A =B — A:
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dir.
(AAB) = (BAA)

oldugu hemen goriiliir. Simetrik Fark kiimesinin Venn ¢izenegi Sekil

13'deki gibidir. 29 2 Simetrik

0.9 Kiimeler Cebiri

Fark
Bu kesimde bilesim, arakesit, fark, simetrik fark ve tiimleme islemleriyle ﬂ @ B\
Y

ilgili baslica 6zelikleri ¢ikaracagiz.

Theorem o.20.

(i) Her kiime, o kiimeyi belirleyen énermenin belirledigi evrensel

kiime tarafindan kapsanir. Figure 13: Simetrik Fark : AAB

(ii) Bir kiime ile onun tamlayan kiimesinin bilesimi, evrensel kiimeler-
ine esittir.

KanrtT: A = {x|¢(x) } herhangi bir kiime ise

E={x[p(x)Ve'(x)} (33)

olur. A kiimesinin evrensel kiimesi E ise asagidaki bagmntilar1 goster-

meliyiz.
(i) ACE
(ii) E=AUA
@i):
a€EA=¢a)=acE
(ii):
a€E=[p(a)V¢'(a)
= [(a€eA)V(ae A
= aec AUA
oldugundan,

ECc (AUA) ve ED(AUA)

bagintilar1 vardir. Bu isteneni verir.

Onceden soyledigimiz gibi, evrensel kiime, ele aldigimiz kiimeyi
belirleyen ® 6nermesine bagh olarak degismektedir. Islemlerde ko-
laylig1 saglamak igin, ele alacagimiz biitiin kiimeleri kapsayacak
kadar biiyiik; ama yalniz onlar1 kapsayacak kadar kiigiik bir evrensel
kiimenin secildigini varsayacagiz. Tabii, buradaki "biiyiik” ve “kiiciik”
kavramlari kisiye gore degisir.

19
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Ancak, 6nceden soyledigimiz gibi, farkli evrensel kiimelerin
secilmesi, kiimelerle yapacagimiz islemlerin 6zeliklerini degistirmeye-
cektir.

Buna gore, E evrensel kiimesinin belli bir ¢ agik onermesini
saglayan 6gelerinden olusan A altkiimesi

A={alacEAg@)} ={a|a)Apa) (34)

dir. Buradaki ¢ 6nermesinin, genellikle, E yi belirleyen ® 6nermesin-
den farkl olabilecegine dikkat edilmelidir. Zaten ® &nermesiyle pek
ilgilenmeyecegiz. Ele alacagimiz biitiin kiimeler E ye ait olacagindan,
yukaridaki ifadeyi daha kisa olarak,

A={alga)} (35)

bi¢iminde yazabiliriz.

o.10 Aligtirmalar
30

1. U = {alfabemiz} , A = {a,a,a,b,b,a,c}, B = {c,b,a,c},C =
{c¢, b, a} kiimeleri veriliyor. A; B; C kiimeleri arasindaki iligski nedir?

2. A, B ve C kiimelerinin evrensel kiimesi E ise asagidaki esitliklerin
saglandigini gosteriniz.
(@) AUE=E
(b) ANE=AAUQ®=A  (boskiime bilesim igleminin birimidir)
() AND@ =0 (boskiime, arakesit igleminin yutanidir)
(d) AUA=A  (Bilesimde Eggiicliiliik Kurali)
() ANA=A  (Arakesitte Esgiicliiliik Kuralt)
3. U = {dogal sayilar}, A = {2,4,6,8,10} ve B = {1,3,6,7,8}
kiimeleri veriliyor. Asagidakilerden hangileri dogrudur?
@ AcU
(b) BC A
(0 @ocU
d AelU
(e) AcC B}

4. A, B ve C kiimelerinin evrensel kiimesi E ise asagidaki esitliklerin
saglandigini gosteriniz.

(@ AUB=BUA  (Bilesim Isleminin Yer Degistirebilirli§i)

.Alistirmalar
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(b) ANB=BNA (Arakesitin Yer Degistirebilirligi)

(c) (AUB)UC =AU (BUC) (Bilegimin Birlegebilirligi)

(d (AnNB)NC=AN(BNC) (Arakesitin Birlesebilirligi)

(e) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (Arakesit Uzerine Dagilma)
(f) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Bilesim Uzerine Dagilma)

5. Aile B kiimeleri icin agsagidaki bagintilarin saglandigini gosteriniz.

A=B = B=A
(ACB)A(BCC) = (AcCC)
(A=B)A(B=C) = (A=0C)
(A=B) = [(ae€ A) = (a € B)]
a€eA = agA

acAl = a¢gA

ACB = AUB=B
ACBv=— ANB=A

® N o g =N

6. Aile B kiimeleri icin agsagidaki bagintilarin saglandigini gosteriniz.

a. AC(AUB)
b. BC (AUB)
c. (ANB)CA
d (ANB)CB

e. (ANA)=0

7. A, B, C kiimeleri icin asagidaki bagintilarin saglandigini gos-
teriniz.
a. A = A
e. A\B # B\A

8. A, B, C kiimeleri i¢in asagidaki bagmtilarin saglandigini gos-

teriniz.
1LAUE=E (E, Bilesimin Birim Ogesidir)
2ANE=A (E, Arakesitin Birim Ogesidir)
8.(AUB) =A'nB (De Morgan Kuralr)
9.(AnB) =A"UPB (De Morgan Kurali)

10.(AcB)=A"D>B

9. A, B, C kiimeleri i¢in asagidaki bagmtilarin saglandigini gos-
teriniz.



22 CALCULUS

1. ACE = AUE=E

2. ACE = ANE=A

3. xeA = x¢gA = xecE\A

4. xeA = x¢gA=xcE\A

5. xe(A)Y = x¢gA =—=xecA

6. xe€E = x¢E=-U(x)=x€?
7. xe@ = x¢@=—U(x)=—x€E

10. X,Y kiimeleri i¢in asagidaki esitlikleri gosteriniz.

@ (XNY)\C=(X\C)N(Y\C)

(b) (XUY)\C=(X\C)u(¥Y\C)

© (X\Y)NC=(XNY)\(XNC)=(X\C)UY

d) XAY =X'AY =XUY)N(X'UY)=(Y\X)U(X\Y)
(€) XUY = (XAY)A(XNB)

11. Asagidakilerden hangisi bir kiime tanimlar?

(a) Zeki ogrenciler.

(b) 5x —3 = 0 esitligini saglayan gergel sayilar.

(c) 4x —7 = 0 esitligini saglayan tamsayilar.

(d) Biitiin yazarlar.

(e) Klavyedeki biitiin harfler ve rakamlar (alfasayisal karekterler)
12. N = {dogal sayilar}, A = {12,14,16,18,20} ve B = {11,13,16,17,18}

kiimeleri veriliyor. Asagidakilerden hangileri dogrudur?

(@ 12€ A

(b) 9€B

(c) 12¢B

(d AeN

(e) A = {cift sayilar}
13. Hangisi dogru, hangisi yanhs?

(@) ©@={2}

(b) @€ {@}

(© @={0}

(d) x € {x}

14. Asagida kiime simgesiyle yazilan kiimeleri liste halinde yaziniz
(ktimeyi belirleyecek bir kag 6ge yeterlidir)
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(a) Asya tilkelerinin bagkentleri.
(b) Avrupanin en biiytik kentleri.
(©) {x|x* =81}

(d) Swuftaki 6grenciler.

15. A = {a,a,a,b,b,a,c}, B = {c,b,a,c},C = {c,b,a} kiimeleri
veriliyor. A; B; C kiimeleri arasindaki iligki nedir?

16. E = {alfabemiz}, A = {b,d,f,h} ve B = {a,c, f, g h} kiimeleri
veriliyor. Asagidakilerden hangileri dogrudur?
(@) ACE
(b) BC A
() @CE
(d) AcE
(€) A¢ B}
17. A ={1,2,3,4,56,7,8} ,{3,5}, D = {1,3,4,5,6,8} , E = {c,d, h}

kiimelerinin Venn diyagramlarin ¢iziniz. Aralarindaki iliskiyi
diyagram tizerinde aciklayiniz.

23
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