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Karmagik Sayilar

complex
real imaginary
rational irrational
integers  fraction
whole integers

Karmasik sayilar gercel sayilarin genislemesiyle elde edilen daha |

natural

biiyiik bir kiimedier. Genigleme su gereksemeden dogmustur: x> = Figure 1.1: Karmagik Sayimin Diizlemsel
+1 denklemimin ¢dziimii +1, —1 sayilaridir ve R i¢indedir. Ama Gosterimi
x?> = —1 denklemimin ¢6ziimii R icinde yoktur. Ozellikle elektro-

manyetik teoride biitiin ikinci derece denklemlerin ¢6ziim kiimesine
gerekseme dogar. O nedenle R gercel sayilar kiimesini biitiin ikinci
derece denklemlerin koklerini igerecek biiytikliige genisletmek geregi
vardir. Bu genigleme kolay yapilir.

x?=-1
denkleminin ¢dziimii olarak +i ve —i sayilar1 tanimlanr.

Tanim 1.1.

vV—1=+i

denilir. Bu bir tarumdir. +i sayisina karmasik sayilarin birim 6gesi
denilir.

1.1 Karmasik Sayilar

Belli tiirden denklemleri ¢6zebilmek icin bazi say1 kiimelernin yeter-
siz kaldigini; bu tiir denklemlere ¢oziim bulmak i¢in s6zkonusu say1
kiimelerinin genisletilerek daha biiyiik say1 kiimeleri elde edildigini
biliyoruz. Ornegin,

x + 3 = 0 gibi bir denklem dogal sayilarda ¢oziilemeyince, dogal
sayilar kiimesi IN genisletilerek tam sayilar kiimesi Z olusturulmus-
tur.

3x +4 = 0 gibi bir denklem Z’de ¢6ziilemeyince, bu kiime
genisletilerek rasyonel sayilar kiimesi (Q) olusturulmustur.

x? —7 = 0 gibi bir denklem Q’da ¢6ziilemeyince, bu kiime irrasy-
onel sayilarla genisletilerek gercel (reel) sayilar kiimesi R olusturul-



6 CALCULUS

mustur. Gergel (real) sayilar kiimesi ile say1 ekseninin noktalarinin
bire bir eslendigini hatirlayiniz.
a,b,c € R ve a # 0 icin ax? + bx + ¢ = 0 denklemini ¢ozerken,

A = b%* — 4dac

ve

—b+ \/Z

X12 = “on
a

olmak tizere,

b*> —4ac >0 ise, denklemin gergel iki kokii vardir
b* —4ac =0 ise, denklemin gergel ve esit iki kokii vardir

b*> —4ac <0 ise, denklemin gergel kokii yoktur

kurallarin1 animsayiniz.

Dikkat ederseniz, ticiincii olasilikta negatif sayilarin karekokii soz
konusudur. Bu sayilar, R'nin eleman degildir.

Ornegin, x% + 3 = 0 denkleminin R icinde ¢oziimii yoktur. Clinkii
her gergel saymin karesi pozitiftir; dolayisiyla x> = —3 denklemini
saglayan hicbir gercel say1 yoktur.

Oyleyse R gercel sayilar kiimesinin genisletilerek, icinde bu tiir
denklemlerin de ¢oziilebildigi daha biiyiik bir say1 sistemi olustur-
maya gerek vardir.

x? +1 = 0 denklemini saglayan v/—1 sayisina sanal (imajiner) say:
birimi denir ve i = v/—1, i> = —1 bigiminde gosterilir.

1.2 Gergel ve Sanal Kisimlar

a,b € R ve i> = —1 olmak {izere a + ib bigimindeki sayilara

karmagik (kompleks) sayilar

denir.
Karmasik say1y1 genellikle z ve bu sayilarin olusturdugu kiimeyi C
ile gosterecegiz.
C={a+ib|abeR}

dir. z = a + ib karmagik sayisinda;
a’ya bu sayimn gergel (reel) kismi denir ve ge(z) ile gosterilir. b’ye
bu saymn sanal (imajiner) kism1 denir ve san(z) [Im(z)] ile gosterilir.

ge(z) = a = [san(z) = b Az = ge(z) +i.san(z)
san(z) =0 =z € R[R C C]
ge(z) =0=>z=o0+biz="0bi



Ornek 1.2.

z= % — %i karmasik sayisinin gergel ve sanal kisimlarini bulalim:

olur.

1.3 Karmasik sayilarin Esitligi

a,b,c,d € R olmak {izere, z1 = a + ib ve zp = ¢ + id olsun.

a+ib:c—|—id:>{ Z -
dir.
Ornek 1.3.
z1 = 3x — i} ve zp = —36 + (y + 1)i sayilarmun esit olabilmesi igin

x ve y'nin ne olacagini bulalim:

o1 ,
3x+z(—§) =-36+i(y+1)

bulunur.
Ornek 1.4.

= + yl—zi sayisinin karmasik say1 olabilmesi i¢in x ve y nin ne
olacagini bulalim:
Verilen sayinin karmasik say1 olabilmesi igin,

1
%,?eRé x—1#0=x#1 ve xeR
P#0=y#0 ve ye R
olmalidir.

Ornek 1.5.

4x* — 2x +1 = 0 denkleminin ¢oziim kiimesini bulalim:
A = (-2)2-441=4-16 = —12 < 0 oldugundan, denklemin
karmasik say1 olan iki kokii vardir:

KARMASIK SAYILAR 7
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24412
M2= g

esitliginden

C2+y/-1V/12 2 2V3 1 V3,
M= Tyt volTt

cikar. Benzer sekilde x,  de hesaplanabilir ve

- {}1(1 —VBi), (1430}

IS,

bulunur.

1.4 Sanal Birimin Kuvvetleri

n € Z olmak iizere, i'nin kuvvetleri asagidaki gibi hesaplanir:

i=+-1 i2=-1 B =iti=—i
#=P2=(-1)(-1)=1 P=iti=i =it =1
i’ =it =—i S =itit=1 P =()*2i=i
1'10 — (i)4'2i2 = l'll — (i)4'2i3 E— 1‘12 — i4'3 =1
jAnt+l — i i4n+2 =_1 1'4n+3 = —
it =1

Ornek 1.6.

i~?7 sayisin1 hesaplayalim.

i_27 = i_(4><6+3) = 71 = i = i = 1 =1
i4-6 43 —i (=i 1
bulunur.
Ornek 1.7.
3 _ 412
1 _ 4210

ifadesini sadelestirelim:

3 1'412 3 i4><103

1 — 210 T 1= 74x52 2
B-())
1-1.(-1)

2

T2
=1

bulunur.



1.5 Geometrik Gosterim

Karmasik sayilar ile analitik diizlemin noktalar: bire bir eslenebilir.
Bu eslemede, x + yi sayisina (x, y) noktas: karsilik getirilir.

Sekilde, 0 + 0i say1s1, O(0,0) noktast ile, x + 07 sayilar1 Ox
ekseni ile, biitiin 0 + yi sayilari, Oy ekseni ile eslenir. Ox eksenine
gergel (reel) eksen, Oy eksenine sanal (imajiner) eksen denir.

Yukarida belirtildigi gibi karmasik sayilarla bire bir eslenen dii-
zleme, karmagik diizlem diyecegiz.

1.6 Karmasik Sayinin Eglenigi

Sekil 1.3'1 inceleyiniz. x + yi ve x — yi sayillarindan birine digerinin
eslenigi denir. z karmasik sayisinin eslenigini z biciminde gostere-
cegiz.

z=(@x+yi)=x+(-yli=x—yi

dir. Sekil dikkatle incelendiginde bir karmasik say1 ile esleniginin,
gercel eksene (Ox eksenine) gore simetrik olduklar: gorilir.

Theorem 1.8. Bir karmagik sayimin esleniginin eslenigi kendisidir.
Ispat: z = x 4 yi karmagik sayisinu diigiinelim.
@) =lx+y) ] =yl =x+yi=z

olur. Ornegin,

z=142i=22=1-2i=(2) =1+42i
Ornek 1.9.

Asagida verilen karmasik sayilarin esleniklerini bulalim.
a)l—3i ©203 e +-16+3
b)V2+i d)vV—7 H7—+V/—9++/—4

Coziimler:
a) 1— Ji'nin eslenigi 1 + 3i'dir.
b) /2 + i'nin eslenigi V2 — dir.
c) 203'tn eglenigi 203 tiir.
d v-7= \/7i'nin eslenigi —/7i"dir.
e) v/—16+ 3 = 3 + 4i'nin eslenigi 3 — 4i'dir.

f) 7—v—-94++V/—4=7—-3i+2i =7 —i'nin eslenigi 7 + i'dir.

KARMASIK SAYILAR 9

u) z=a-|b
b --------------------
1] a i

Figure 1.2: Karmagik Saymin Diizlemsel
Gosterimi

Figure 1.3: Karmasik Eslenik
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1.7 Mutlak Deger (modiil)

Karmasik diizlem tizerinde
z = x + yisayisma karsilik gelen
nokta Z olsun. ZAO dik tiggeninde,

|oz\2:|x|2+|y\2:\/ﬁy2

veya

|z |=| x+yi|= /22 +y?
yazilir.

Karmasik diizlemde, bir karmagik sayiya karsilik gelen noktanin
baslangi¢ noktasina uzakligia bu sayin modiilii veya mutlak degeri
denir.

z = x + yi sayisimin modiilii | z | ile gosterilir. | z |= y/x2 + y2 dir.

Vx,y € Rigin \/x2+y> € Rve |z |> 0 dir.

Ornek 1.10.

z = 3 — 4i sayisinin modiiliint
bularak karmagik diizlemde gosterelim:
lz|= /32 +(-4)2=V9+16=+25=5

olur.

Ornek 1.11.

oldugunu gosterelim:

z=a+biolsun. | z |= Va? + b2 dir.

|z:\/a2+b2:O:>a2+b2:0:>{Z - 8 =z=0+0i=0

ve
z:0:>z:0+0i§|z|:\/02+702¢\z|:0
bulunur.
Ornek 1.12.
z = —9i sayisinin modiiliinii bulalim.

|z| = —9i] = /8 —9)? =9 olur.
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1.8 Toplama ve Cikarma

iki karmasgik say1z; = a + bi ve
Zo = ¢ + diolsun. Sifirdan farkli her
karmasik say1 i’ye gore birinci dereceden
bir polinomdur. Bu nedenle,

z1+2p = (a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+4d)i
z1—2p = (a+bi)— (c+di) = (a—c)+ (b—d)i
Yandaki sekli inceleyiniz.

Ornek 1.13.

z1 =2 —3ive zp = 1+ 2iise z; + z ve z; — zp toplam ve farklarini

z1+2z0 = (2—3i)+ (1+2i)
(241) +(-3+2)i
3—i
Z1—2p = (2*311)*(1+2i)
bularak karmasik sayilar diizleminde gosterelim. )
(2-1)+ (=3—2)i
= 1-5i

Yandaki sekil tizerinde, karmasik
sayilarin toplam ve farkinin geometrik
yorumunu yapiniz.

1.9 Toplama Cikarmanin ozelikleri

Kapalilik Ozeligi
21,29 € Cve z1 = a+ bi, zp = c+di olsun
z1+2p = (a+bi) + (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
bulunur. a,b,¢c,d € R = (a+c¢),(b+d) € R oldugundan
(z1+22) €C

olur. O halde, karmastk sayilar kiimesi toplama islemine gore ka-
palidir.

Etkisiz (birim) Eleman Varlig:

21,0 € C,z;1 =a+ bi ve 0 =0+ 0i olsun.
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z14+0 = a+0bi+0+0i;
(a+0)+ (b+0)i
= a-+bi
21
0+zy = 04+0i+a+bi
(0+a)+ (0+Db)i
= a+bi

= Zl

olur. O halde, sifir, karmasik sayilarda toplama islemine gore
etkisiz (birim) elemandar.

Ters Eleman Varli§

z€ Cvez=a+biise —z = —a — bi diye tanumlayalim.

z+(—z) = (a+bi)+ (—a—bi)
(a—a)+ (b—b)i
0+ 0i
0

(=2)+(z) = (—a—bi)+ (a+bi)
(—a+a)+ (—b+Db)i
0+ 0i

=0

oldugundan, karmasik sayilar kiimesinde, toplama islemine gore, her
elemann tersi vardir.

Birlegme Ozeligi

21,22,z € Cvezy =a+bi,zp = c+di, z3 = x + yi olsun.

[(a+bi)+ (c+di)] + (x + yi)

[(a+c)+ (b+4a)i] + (x +yi)

[(a+c)+x]+[(b+d)+yli

[a+(c+x)]+ b+ (d+y)i

a+bi+ [(c+x)+ (d+y)i]
= z1+(22+23)

(Z1 + 22) + z3
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oldugundan, karmasik sayilarda toplama igleminin birlesme 6zeligi
vardir.

(C, +) sistemi kapalilik, etkisiz eleman, ters eleman ve birlesme
ozelikleri oldugu icin gruptur.

Degisme Ozeligi
Vz1,20 € C ve z1 +a + bi, zp = ¢ 4 di olsun.

(a+bi) + (c+ di)
(a+c)+ (b+d)i
(c+a)+ (d+b)i
(c+di) + (a+bi)

Zr + 21

Z1+2p =

oldugundan, karmasik sayilar kiimesinde toplama igleminin degisme
ozeligi vardir. Sonug olarak,
(C, +) sistemi degismeli bir gruptur.

1.10 Alistirmalar

1. Koklerinden biri 1 — 2i olan ikinci dereceden bir bilinmeyenli
denklemi bulunuz.

2. 2i%+ ( ) + 6i~° — 2i sayisinu a + ib seklinde yaziniz.

1
(=)
3. l% + l% - 1.71—% sayisimi bulunuz.

4. (1+1i)™ sayismi a + ib bigiminde yaziniz.
5. (3 —2i) = u(1+1i) ise u sayisin1 bulunuz.

6. P(x) = 3x17 — x® + 2 ise P(i)’yi bulunuz.

7.z = x+yivez € Cise (z—Z) ve (Z— z) karmasik sayilarin
bulunuz.

8. Asagidaki ifadeleri a + ib bi¢ciminde yazinz.

13
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19 _
a6 _ o =7
1
V64525 = ? -3 =7
5v—=121 = ? 3v—-60 = ?
V—75/-3 = ?
7.5v =3 ? Ny 1 _ 5
12V5/-5 = 2 °
5 T 12y/-15 _
3 _ 16v -5 '
15v/—1 0
5V-3+vV-9 = ? V=5 '
. 4 _
;\/—243—8\/—2 —%x/—63 — (ivV3)t = 2
9. A§ag1daki ifadeleri kisaltiniz.
1 1
a) 13 i— K3 b) 4i + 6i% — i + 2i* + 3{°

c),/ 1/ 17 d) v—4x* — v/—9x* — /100x4

10. Asagidaki denklemlerin ¢6ztim kiimesini bulunuz.
a)x2—2x4+10=0 b)x>—x+1=0 )x>—x+3=0
d)2y? =3y —4 b +3=—3 fH7245u=—1

11. z1 = 3 —m+ni ve z; = (m — 2n)i sayilarinin esit olmasi igin m ve

n kagtir?
12. Asagidaki islemleri yapimiz.
1, 1, i
a) (17 + 5i) + (17 — i) d) 5(1 - V9)

b) 6+ (2 —1) e) (5++/—4)+ (1 —4i)
o) (3+42i)+i f) (2 —i) + (i* — ®)

1.11  Carpma

Iki karmasik say1z; = a + bi ve z; = ¢ + di olsun. Sifirdan farkl
her karmasgik say1 i’ye gore birinci dereceden bir polinomdur. Iki
polinomun ¢arpimi iglemi ile dagilma ve birlesme 6zeliginden yarar-

lanilarak
Z1.2p = (ﬂ + bl)(C + dl)
= a(c + di) + bi(c + di)
ac + adi + bei + bdi> "2 = —1"
= (ac — bd) + (ad + bc)i
bulunur.

Ornegin,



z1 = (3+1) ve zp = 1+ 2i ise z1.z yi bulalm:
vspace*5.ocm

2122 =3+ (1+2))=3B1-12)+32+1.1)i=1+7i
Theorem 1.14. Her z = x + yi karmagik sayist icin | z |*= z.Z dir.

Ispat:

zz = (x+yi)(x—yi)
24P

= (y22+2)?
= |z
1.12  Carpimun Ozelikleri

Kapalilik Ozeligi

21,23 € Cve z1 = a+bi, zp = ¢+ di olsun.

Z1.2p = (ﬂ + bl) (C + dl)
= (ac — bd) + (ad + be)i

olur. (ac — bd) € R ve (ad + bc) € R oldugu igin iki karmagik sayinin

carpimu yine bir karmasik sayidir.
Karmasik sayilar kiimesi ¢carpma islemine gore kapalidir.
Etkisiz (birim) Eleman Varlig:

z1,1€ Cvezy =a+bi,1=1+40i oldugu gézoniine alinirsa,

z1.1 = (a+0bi)(1+40i)
= (a.1-0.0)+ (a0 +b.1)i
= a+bi=2z

bulunur. Ohalde, 1 = 1 + 0i sayisi karmagik sayilar kiimesinde
carpma iglemine gore etkisiz (birim) elemandar.

Ters Eleman Varlig

z karmasik saymin ¢arpma islemine gore tersi z 1 ile gosterilsin.

zz =1

olmalidir. Simdi bu esitligi saglayan z71 say1isin1 belirleyecegiz:

KARMASIK SAYILAR
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z = a+ bi ise

zz =1 = (a+bi)zt=1

1 1 1
— Z = - = —
a+bi  z
“Pay ve payday1 a — bi ile ¢arpalim.”
— Z_l - 1 o a— bl
“z (a+bi)(a—Dbi)
T VR T
oz a2+ a2+ b2

bulunur. z7! € C oldugu agiktir. Son esitligi kullanarak saglama

yapabiliriz:
-1 . a b ,

zz7h = (a+bz).[a2+b2 — a2+b2l]
_(a2+b2)+(_ab+ab)i
a4 b2 a2+ b2 a2 +b2 " a2 + b2

1 0
zz7b = 1+0i
zz7b =1

Sifir harig, karmasik sayilar kiimesinde ¢arpma islemine gore her
elemanin tersi vardir.

Birlesme Ozeligi

21,22,z € Cvezy =a+bi,zp = c+di, z = x + yi olsun.

(z1.2z2).z = [(a+Dbi)(c+di)].(x + yi)

[(ac — bd) + (ad + be)i](x + yi)

[(ac — bd).x — (ad + bc)y| + [(ac — bd)y + (ad + bc)x]i
(acx — bdx — ady — bey) (acy — bdy + adx + bex)i
la(cx — dy) — bldx + cy)] + [a(cy + dx) + blex — dy))i
(a -+ bi)[(cx — dy) + (cy + )]

= z1.(20.2)
bulunur.

Karmasik sayilarda ¢arpma isleminin

birlesme ozeligi

vardir.
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Degisme Ozeligi

21,22 € Cve z1 = a+ bi, zo = ¢ + di olsun. Gergel sayilarda dagilma,
birlesme ve carpma islemine gore degisme 6zeligini uygularsak,

z1.z2 = (a+bi).(c+di)
= (ac—bd) + (ad + bc)i
= (ca—db)+ (da+cbh)i
(c+di).(a+ bi)

= 2Z2.Z7

bulunur.
Karmasik sayilarda ¢arpma islemine gore

degisme ozeligi
vardir.
Sonug olarak, (C — {0}, -) sistemi ¢arpma iglemine kapalidir; et-

kisiz elemanu vardir; her elemanin tersi vardir; birlesme ve degisme
ozeliklerini saglar. Oyleyse, sistem

degismeli bir grup

tur.

Dagilma Ozeligi
Karmasik sayilarda ¢arpma isleminin toplama islemi tizerine dagilma

Ozeliginin varhigini gosterelim:
21,22,z € Cve zy = a+bi, zp = c+di, z = x + yi olsun.

z21.(zo+2) = (a+bi)[(c+di)+ (x+yi)]

(a+bi)[(c+x)+ (d+y)i]
la(c+x)—b(d+y)] +[a(d+y)+b(c+ x)]i

(ac + ax — bd — by) + (ad + ay + bc + bx)i

[(ac — bd) + (ad + be)i] + [(ax — by) + (ay + bx)i]

= z1.20+21.2

bulunur. Karmasik sayilarda ¢arpma isleminin toplama islemi tiz-
erine soldan dagilma 6zeligi vardir. Benzer sekilde, sagdan dagilma
6zeliginin varhig1 da gosterilebilir.

Karmasik sayilarda ¢arpma isleminin toplama islemi iizerine
dagilma 6zeligi vardir.

O halde (C — 0, +, -) sistemi bir cisimdir.

17
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Carpma Isleminde Kisaltma Kurali
Theorem 1.15. z1,22,23 € C, z3 # 0 ve uw = vw ise z1 = z; dir.

Ispat: z; = a+bi,zp = ¢+ di ve z3 = x + yi olsun.

uw = (a4 bi)(x+yi)
= (ax —by)+ (ay + bx)i
ve
vw = (c+di)(x+yi)
= (ex—dy)+ (cy+dx)i
olacaktir. uw = vw olmast i¢in
(ax — by) + (ay + bx)i = (cx — dy) + (cy + dx)i

olmalidir. Buradan,

(ax —by —cx +dy) + (ay + bx —cy —dx)i =0
¢ikar. Sol yanin eslenigi ile carparsak
(ax — by — cx +dy)® + (ay + bx —cy —dx)> =0

ya da
[(a—c)x+(@d—-by)*+[(a—c)y+(b—d)x]*>=0

yazabiliriz. Bu ifadedeki biitiin sayilar gercel ve z3 = x +yi # 0
oldugundan, son esitligin saglanabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul

a=c ve b=d

olmasidir. Oyleyse,
Z1 = 2p

olur.

1.13 Bolme

21,20 € Cve zy =a+bi, zp = c+di, zp # 0 olsun.

o + bi
z  c+di
"Pay ve payday1, paydanin eslenigi ile carpalim".
z1 (a+Dbi)(c—di)
7 (c+di)(c—di)
(ac — bd) + (—ad + bc)i

24 d?
ac—bd bc—ad.

+ i
2+d> 24 d?
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olur.
Iki karmagik saymin birbirine boliimiinii elde etmek igin paydanin
eslenigi ile pay ve payda carpilir.

Ornek:

islemini yapalim:

7 4 3i (7 —3i) (5 +2i)
5—2i (5 —2i)(5 + 2i)
(35— 6) + (14 + 15)i
52+22
29 +29i
29
= 141

Bolme islemini ters eleman yardimiyla sdyle tanimlayabiliriz:
z1 = a+ bive z = ¢+ di ve z; # 0 olmak tizere

z 1 _
i:zl-—:zlzzl

) 22

dir.
Iki karmagik saymin birbirine boliimii; bélenin tersi ile boliinenin
carpimina esittir.

Theorem 1.16. z1,z € C ise, asagidaki bagintilar vardur.

luv| = [z1|.|z|
21 |Z1\
— = z 0
|Z2 |Z2‘ (27&)
lz1+z| < |z1|+ 22|
lzi|=]z2| < |z1+22]

Bu teoremin ispat1 6grenciye birakilmustir.

1.14 Alistirmalar

1. Asagidaki ifadeleri a,b € R olmak tizere a + ib bi¢ciminde yazinz.
a) (3+4i)(4i —3)
b) (6i —1)(1 + 6i)
) (1+v=7)?
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d) (3 —5i)?

e) (—2 + 5i)(4 + 3i)

f) (5 — 2i)(3 + 4i)

8 V-9-3)(2-v-1)

h) (V=25+2)(vV~16 - 2)

2. Asagidaki bolme islemlerini yapiniz.

3.

10.

(a) 24+i'

—3i
i
(b) 5
©) kﬁ
3
d) =7
5—/-7
(&) L
6 5
(g) =4
3
(h) i > 1
Asagidaki denklemlerin ¢oziim kiimesini bulunuz.
a)x2—2ix—4=0 b)ix2 +5x —4i=0
z =2—iise z~! — i bulunuz.
z=1—iise z> -z~ ! ifadesini bulunuz.
| 22 |=| z |* oldugunu gosteriniz.

z = 2 — 3i ise z7 Vi bulunuz.

N2
2+43i) (2L ) sayisi a + ib seklinde yaziniz.
152 y y

— i 1
z= (E) (2 +3i) sayisinun gercel ve sanal kistmlarini bulunuz.

|z| = |z] oldugunu gosteriniz.
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1.15 Geometrik Yorumlar

Toplama Isleminin Geometrik Yorumu

Karmasik iki say1 zy = a + bi ve
zp = ¢ +di olsun. z; ve z; sayilarinin kar-
magik sayilar diizlemindeki goriintiilerine,
sirayla, A ve B diyelim.

Yandaki sekilde goriildiigii gibi
OACB paralel kenarini ¢izelim. Sekilde
tarali olan,

A A
ODB=AEC (A.K.A. eslik kural)

dir. Bu tiggenlerin esliginden yararlanarak C
noktasinin koordinatlar1 (a + ¢,b + d) olur.
Yani C noktasi,

z1+z=(a+c)+i(b+4d)

sayisinin karmasik sayilar diizlemindeki

goriintiistidiir.
ekli dikkatle inceleyecek olursak asagidaki sonucu ¢ikaririz.
y &

Iki karmagik sayinin mutlak degerleri toplami, bu sayilarin toplaminin
mutlak degerinden kiiciik olamaz.

Ucggen esitsizligi diye bilinen bu gosterimin sembolle ifadesi
sOyledir:

lz1 |+ |22 |>|z14+22 ]

Cikarma Isleminin Geometrik Yorumu

Yandaki sekli inceleyiniz. z; = a + ib,
zp = ¢ +id olsun. z1,zp ve —zp sayilariin
karmasik sayilar diizlemindeki goriintiiler-
ine, sirasiyla, A, B ve P diyelim. Toplama
islemine benzer sekilde hareket edilerek, R
noktasimin koordinatlari, (a —c,b —d) bu-
lunur. Yani R noktasi,

z1—2zp=(a—c)+i(b—4d)

sayisinin karmasik sayilar diizlemindeki
gorintisudir. Sekilden de kolayca goriile-
cegi gibi, su sonucu yazabiliriz:
Iki karmagik sayimin mutlak degerlerinin fark:, farklarimin mutlak
degerinden biiyiik olamaz.

21
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Bunun sembolle ifadesi soyledir:

lz1 ]| — |22 <] 21 — 22 |

1.16  Iki Karmagik Sayi Arasindaki Uzaklik

z1 = x1 +iyj ve zp = xp + iy iki karmasik say1 olsun. Bu sayilar
arasindaki uzaklik, karmasik sayilar diizlemindeki gortintiileri
arasindaki uzaklik olarak tanimlanir. Dolayisiyla,

z1 = X1 + iy1/in goruntiisti A(x1,y1)

zy = X + iyp/in gorintiisii B(xy, y72)

ise

21— 22 | =] AB |= y/(x1 — x2)2 + (31— y2)?

olur. Tabii,
|z1—22 |=|z2— 21 |

oldugunu gormek kolaydir.
Ayrica z1, 29, 23,z herhangi karmasik sayilar olmak {izere asagidaki
Ozelikler saglanir:

1 |z 7| < |2] + |22

2. |z122| = |z1]|z2]
3. |2 :}%} (z2 #0)

4. |z| = [Re(z)| = Re(z)

5. |z = [Im(z)| = Im(2)
6. |[z1] — [z2]| < |z1 — 22|
7. |21l = |z2| < |21 — 2o

Ornek 1.17.

z1 = 1+1ive zp = 1 — i sayilar1 arasindaki uzakhig: bulalim.

z1 =14 i'nin  gorintisit A(1,1)
zp =1—i'nin gorintisit B(1,—1)

Slz-zml=y/(1-12+ (112 =2
bulunur.
Ornek 1.18.

{z:] z—1+1i |= 2,z € C} kiimesini karmasik diizlemde gostere-
lim:
z = x + iy olsun.
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lz—1+i|=2
|x+iy—1+i|=2

[ (x=1) +i(y+1) =2
|\/(x—1)2+(y+1)2:2

= (x-1)2+@y+1)?*=4
bulunur. O halde, verilen denklemi saglayan karmasik sayilar,

R

merkezi (1, —1) ve yarigap1 2 olan ¢ember tizerindeki karmastk
sayilardir. Sekli inceleyiniz.

Ornek 1.19.

{z:]z—=1+4i|<2,z€C}

kiimesini karmasik diizlemde gosterelim.

lz—14+i|<0=|z—(1—-i)|<2

(1 — i) sayisinun goriintiisit M(1, —1) oldugundan z sayilarinin
kiimesi M merkezli v = 2 yaricaph dairedir. Yukarida sagdaki sekle
bakiniz.
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1.17 Kutupsal Gosterim

Sifirdan farkl bir karmasik
say1 z = a + ib olsun. Bu sayinin kar-
magik sayilar diizlemindeki goriintiistinii
orijine birlestiren dogru parcasma r ve
r nin Ox ekseni ile olusturdugu aginin
oOlctistine 0 diyelim. Sekildeki dik tiggen-

den,

2l = VTR

sinf = |zb| veya b=|z]|sinf
cosf = |Z—| veya a=|z|cosf

yazilir. a ve b yerine degerleri konularak,
z=a+ib=|z|cosf+i|z|sind=|z] (cosf+isin@)
veya
|z|=r yazilwrsa z=a+ib=r(cos®+isin0h)

elde edilir. Bu bicimdeki gosterime, karmasik sayilarin

kutupsal (veya trigonometrik) gosterimi

denir.
Sifirdan farkli z = a + ib karmasik sayist icin,

a .
cosf = — ve sinf=-—

b
[z 2|

esitliklerini saglayan 6 gergel sayisina z nin

argiimenti

denir ve arg(z) = 0 veya arg(a + ib) = 6 bigiminde gosterilir. 0 <
f < 2m ise 0 ya karmasik saymnin esas argiimenti denir ve Arg(z) ile
gosterilir.

Mutlak degeri ve argiimenti verilen bir karmasik say1 kolayca
bulunur.

Karmasik saymin mutlak deger ve argiimentine bu sayinin

kutupsal koordinatlar:

denir ve (| z |,0) veya (r,0) bigiminde gosterilir.



Karmasik sayi, 6 arglimenti radyan cinsinden ve k € Z olmak

lizere,

z=a+ib =

r(cos 6 +isinf)
r[cos(0 + 2krt) 4 isin(0 + 2k7)]

bi¢iminde de yazilabilecegini unutmaymaiz.

|z|=r wve (cos®+isinf) = cish = e

gosterimini kullanursak,

z = r(cos 0 + isinf) = rcish = ¢’

kisaltmasini yazabiliriz.

Ornek 1.20.

0

0

z = 1+ i+/3 sayisiin argiiment ve esas argiimentini bulalim.

lz|=r=14124+(V3)2=y1+3=2

bulunur. Mutlak deger

yardimiyla,
1+iV3

z =2 7 )zZ(%—H

yazilir.

V3
)

Karmasik sayinin kutup-

sal bicimi diistintilerek, k € Z

igin,

1 . 3 T
cosG—E ve s1n9—7 = 6—§+2k7'(

bulunur. 6 igin esitligi saglayan en kiictik pozitif gercel say1 % oldugun-

= arg(z) = g—f—an

dan, z sayisinin esas argiimenti 5 radyandir.

z say1sini kutupsal bicimde yazalim:

z=2(cos = +isin g) = 2(cos 60° + isin 60°) = 2cis60°

3

veya k € z olmak {tizere,

z = 2[cos( X 4+ 2km) +isin( 2 + 2kmr)] = 2cis( 2 + 2kr)2e!(3 2k

3
ya da

z = 2[cos(60° 4 k360°) + i sin(60° + k360°)] = 2cis(60° + k360°) = 2¢/(60°+k360°)

3 3
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olur.
z 'nin esas arglimentinin, OAB ti¢geni yardimiyla bulunabilecegini
gorlintiz.

Ornek 1.21.
Kutupsal koordinatlar (4,225%) olan karmasik say1y1 bulalim:
z = 4cis225°

= 4(cos225° + isin225°)
= 4[(—cos45°) 4 i(—sin45°)]

=ﬂe?w«ﬁﬂ
= —2v2-2V2i
= —2V2(1+1)

1. (1+ i)™ sayisinu a + ib bigiminde yaziniz.

2. (8 —2i) = z1(1+1i) ise z; sayisiu bulunuz.

1.18 Kutupsal Carpma ve Bolme

z1 = ri(cosfy +isinf;) ve zo = rp(cos by + isinb,) karmagik
sayilariin ¢arpimini ve boliimint bulalim.

z1.z2 = r1(cos6fp +isinBy).rp(cos by 4 isinby)
= r1.rp[(cos by.cos b — sin 6y sin 6y) + i(sin 61 cos B, + cos b sin 6;)
r1.r2[cos(61 + 02) +isin(6; + 62)]

Z1.2y = 7’1.7’26i5(91+92)

olur.
Benzer sekilde

bulunur.
Yukaridaki esitliklerden,

arg(z1.zp) = arg(z1) + arg(zz)
ve
21
arg(2L) = arg(z1) — arg(z2)
sonuglarin ¢ikaririz.

Ornek 1.22.



z1 = 2(cos 70" +isin70%), z; = 3(cos50° 4 isin50°) olmak iizere

z1.z2 yi bulalim:

Z1.2p =

Ornek 1.23.

2.3¢is(70° 4 50°)

6(cos 120° + isin 120°)

6(— cos 60° + i sin 60°)
1, .V3

(-3 +i75)

~3+3V/3i

argzi = 5 veargz; = ¢ ise arg(:!)yi bulahm:

Carpma Isleminin Geometrik Yorumu

ve

olsun. z; ile z; sayilarinin karmasik sayilar diizlemindeki gortintiileri
sirastyla A ve B olsun. Ox ekseni tizerinde | OC |= 1 birim uzun-
luk olacak sekilde C noktasi alalim. m(C) = m(B) ve m(COA) =

m(BOD) olacak sekilde agilar ¢izip AOC ne benzer DOB elde edelim.

z1 = a+ib = rycishy = r1e'1

Zy = ¢+ id = rycishy = rpe®2

A A oD| |OB
AOC~DOB _ 1951
OB = 15a] ~ |oc
_1oD] |z

| z1 | 1

= |OD|=|z|.

| z2 |

KARMASIK SAYILAR

argz) — argzp

CNIERCIE
oy
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bulunur. Ote yandan COA = 6;,COB = 0, ve COD = 6; + 0,
oldugundan z = zyzp = ryrpcis(0; + 6») ¢arpimi, karmasik diizlemde
D noktasi ile temsil edilir. Yani D noktasi, z1.zp sayisinin, karmasik
sayilar diizlemindeki gortintiistidiir.

Bolme Isleminin Geometrik Yorumu
z1 # 0 olmak tizere iki karmasik say1

71 = a+ib = rycishy = r1e'1

ve
Zy = ¢+ id = rcishy = rpe®2
olsun. z; ve zp sayilariin karmasik sayilar diizlemindeki goriintiileri
A
sirastyla A ve B olsun. | OC |= 1 birim uzunluk olmak tizere AOC ne

A
benzer BOD c¢izelim.

A A

AOC~BOD=
|DO| _ |BO| | 22 |

=| DO
[co| ~Tao] 71POI

bulunur. Ote yandan

COD =6, -0, 22 |—| OD |— =
|

oldugu aciktir. O halde,

z r (0, —
z="22="20i5(6, — 6;) = M 4i(61=62)
1 n )

bolimii, karmasik diizlemde D noktasi ile temsil edilir. Yani D nok-
tast % sayisinin karmasik sayilar diizlemindeki goriintiistidiir.

1.19 DeMoivre Formiilii

(cos(x) +isin(x))" = cos(nx) + isin(nx) = e"*



1.20 Karmagik Sayilarin Kuvvetleri

z = rcisf olsun.

722 = z.z = rcisb.rciso; 22 = Z%.z = r2cis20.rcish

22 = rPcis(0+6) 22 = rcis(20 +6)

22 = 1*(cos20 +icos26) 22 = 13(cos30 + isin36)
bulunur.

Benzer sekilde devam edilerek n € N icin,
z" = 1" (cosnb + isinnf)
elde edilir.
Theorem 1.24. Vn € N igin,
(cosf +isin6)" = cosnb + isinné
dir. Bu egitlige De Moivre esitligi denir.
Ornek 1.25.

3+ i@)75 karmagik sayisini kutupsal bicimde yazalim.

1 V3 ..
(E +z%)75 (congrzsm%)75
= cos 75—7T + isin 75—”
o 3 3
= cos25m +isin25m
cos(mr +12.27) + isin(m + 12.271)
—-1+1i0
= -1
bulunur.
Ornek 1.26.

(1 + i)!® sayisin1 kutupsal bigimde yazalim.

[1+i|=vVI+1=V2
oldugundan,

1 i T 4
1+i18 _ \/5187+718:29cos—+isin*
40" = (VDS + o) =2Pleos ] tisin g

1 1
= 29(cos%+i8in%)

29(Cosg + ising)

bulunur.

)18
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1.21  Karmagik sayilarin Kokleri

z1 = a+ib = r(cos 6 + isin ) sayisinin n-inci (n € INT) kuvvetten
koklerini {/z; ile gosterecegiz. Bu kokler

z=Yz1 & 72" =21

bagintisini saglayan z sayilaridir.
Ornegin, karesi -2 olan bir gercel say1 olmadigini biliyoruz; ama
karesi -2 olan karmasik sayilar1 bulabiliriz:

(V2i)> =22 = =2
(—V2i)? =2i% = -2
O halde, V2i ve —+/2i sayilar1 -2'nin karekokiidiir.
Bu ornekteki gibi 6zel ¢6ziim her zaman miimkiin degildir. Kar-

mastk sayilarin koklerini bulmak igin, De Moivre teoremini kul-
lanacagiz

Theorem 1.27.
zy =rcisd ve n€NT icin

2=z
denklemini saglayan z sayilar: sunlardir:

rl/"ci50+n2kn, k=0,1,2,---,n—1

Ispat:

z" = z7 denkleminde z; = rcisf degerini yerine koyup De Moivre
teoremini uygularsak,

zZ" = rcisf
z = [rcisg)/"
z = r“”cis[%(@ + 2k71)]
z = Wcis(e—l_n?-kn), k=0,1,2---,n—1

bulunur.

z" = z1 denklemini saglayan z sayilarina z; sayisinin n-inci kuvvet-
ten kokii denir. Koklerin modiilleri esit ve {/r dir. Agiimentleri ise
birbirlerinden farkli olup

0 0+2m 0+4r 0+2(n—1)m

s s 7ty

n n n n

dir. Goriildigi gibi, verilen bir z; karmasik sayisinin n-inci kuvvet-
ten n tane koki vardir. Bu kokler karmasik diizlemde, merkezi ori-
jinde olan {/| z; | yarigapli gember tizerinde esit araliklarla siralanur.
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Ornek 1.28.
lz1] = V14+3=2
z1 sayisini kutupsal bigimde yazalim. k € Z olmak tizere 1, V3.
2= 2yt
T
z1 = 2c1s(§ + 2kr)
olur. Karekoklere z diyelim. k bir tamsay1 olmak tizere
22 = 1
2?2 = 2cis(§ + 2k7)
1,
_ 1/2 1= (2=
z = 2 czs[z(3 + 2k7r)]
z = \@cis(% + k)
k = 0igin
z1 = ﬁcis%
z1 = V2(cos % + isin%)
YER
= V2(X2 iz
V2( 5 T 2)
2 .
k =1 1i¢in
z; = \@cis(% + )
7 7
= V2(cos 4 isin —n)
6 6
V3 1
= 2 _— =
v 2 2 )
2 .
= —%(\/gvh i)
bulunur.
Ornek 1.29.
z3 —i = 0 denkleminin koklerini bulalm. k = 0,1,2, ... olmak
luzere
=i = 2= cis(g + 2k7r)
1,7
=cis[= (= +2k
= z czs[3(2 + 2k7t)]
= z=[eos(Z + ZT) 4 isin(Z + 27y
B 6 3 6 3

k = 0 icin,
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z1 = [cosz—l-isinz]

t 6 6
V3 o1

zZ1 = (7"‘15)

Z1 = %(\@‘i‘l)

k=1 igin,

T 271 .., 271
z; = [cos(g+?)+zsm(g+?)}
z; = (c055£+isin5—n)

z 6 6
V3 1
Zy = (_7+Z§)
1 )
Z2 = E(—\/g-ﬁ-l)
k = 2 icin,

T 4n T ¥/ 4
zz3 = [cos(g—i-?ﬂ—zsm(g—i-?)}
z3 = (cos3—n+isin3—n)
> 2 2
z3 = (0—1)

Zz3 = —1
bulunur.

Koklerin goriintiilerinin agirlik merkezi orijinde olan diizgiin
¢okgenin koseleri oldugunu grafikten goriintiz.

Soylenenleri 6zetlersek;

z = r)cosf + isinf sayisiun n tane kokii sunlardir:

zr = /r (coﬁ%) +sin(%)) (k=0,12,...,n-1)
Ornek 1.30.

z1 = 8 4 6i sayisinun karekoklerini bulunuz.

Bu say1y1 kutupsal bicimde yazmak igin trigonometrik cetvelden
degerler bulmak zorunda kalacagiz. Bundan sakinmak amaciyla,
kutupsal koordinatlar1 kullanmadan, karekokleri tanima uyacak
bicimde bulmaya calisalim:



z = x + iy ve z* = z; olsun.

22 = (x+iy)>=8+6i
X2 —y? 4 2xyi = 8 + 6i

xz—y2:8
2xy=6:>y:§

X

¢ikar. Elde edilen sistemi ¢ozelim:

1.

3

Py =8 = x2—(;)2:8
= x*-9-8x*=0
= (®4+1)(x*2-9)=0
= x241=0 olamaz
= ¥¥-9=0=x=43
N x1 =23 @n y1 =1
X =-3 i¢in yp = —1
bulunur. Ohalde z; = 3 +i ve z; = —3 — i olacaktir.
1.22  Alistirmalar
2= <§ ~1)’(2 )

sayisinin mutlak degerini bulunuz.

z1 =| z1 — 1 | +2i esitligini dogrulayan z; karmasik sayisin
bulunuz.
| z—1] —|z+2i|= 0 esitligini dogrulayan z karmasik sayilarinin

gortintiilerini bulunuz.
z1 = 1+ 2i ve zp = 3 — i sayilar1 arasindaki uzaklig: bulunuz.

{z ;| z—1i |< 3,z € C} kiimesini karmagik sayilar diizleminde
belirtiniz.

{z:z+1-2i|<|z+4],z € C}'ni karmagik sayilar diizleminde
belirtiniz.

z = 1 — /3i say1simni kutupsal bigimde yaziniz.

z1 = 4(c0s200° + isin200%) ve z, = 2(cos110° + isin 110°) ise
z1/zp sayisinu a + ib biciminde yaziniz.

KARMASIK SAYILAR 33



34 CALCULUS

9. arg[z — 1 +1i] = 60° esitligini saglayan z karmasik sayilarmin
karmasik diizlemdeki goriintiileri kiimesini gosteriniz.

A— (cis%)“(ci;%)3

10. (cisT) sayisint 4 + ib biciminde yazinz.
T

11. z = (1 —i)% sayisim a + ib bigiminde yaziniz.

12. Asagidaki sekilde goriintiileri verilen z; ve z>'nin ¢arpimi olan
say1y1 bulunuz.

13. z = +i sayisinun karekoklerini bulunuz ve karmasik diizlemde
gosteriniz.

14. Kutupsal koordinatlari (2,135°) olan karmasik say1iy1 a + ib bici-
minde yaziniz.

15. 4-(1++/3)i sayisinin kiipkoklerini bulunuz ve karmasik diizlemde
gosteriniz.

16. z* = 14 i denklemini ¢oziiniiz

17. Asagidaki denklemleri ¢oziintiz ve kompleks diizlemde grafik-
lerini ¢iziniz:

(@) |z—4+3i|=5

(b) |z+3i] =2
(c) Im(z) =-2
(d) Re(z) =2

(e) Re(1+iz) =3
(f) 22+ (2)? =2
18. Asagidaki esitsizlikleri ¢oziintiz ve kompleks diizlemde grafik-
lerini ¢iziniz:
(@) Re(z) < —1
(b) Re(z) >3
(c) —1<Im(z) <2



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

(d) |z—il>1
(e) Re(z?) >0
6 2<|z—i] <4

4 < zz < 9 esitsizligini ¢oziiniiz ve kompleks diizlemde grafik-
lerini ¢iziniz:

z = \@ +1i ise z19% sayisini bulunuz.

deMoivre formuliini kullanarak;

sin36 = 3sind — 4sin30
c0s30 = 4sin®0 — 3cosh

oldugunu gosteriniz.

2 =4

Re(z?) = |v/3 — i| denklemini ¢oziiniiz.

|z — (3 — 6i)] = 5 denklemini ¢6ziiniiz.

z= m ise Re(z) ve Im(z)’yi bulunuz.
x8 = —32 denklemini ¢oziiniiz.

x°> = 1 denklemini ¢oziiniiz.
10
(%\g) sayisini bulunuz.
z3 +i = 0 denklemini ¢oz{iniiz.
,¢ : C = C birer fonksiyon ve
8 y

fiz=z4+1 g:z=2z

ise (g o f)(i)’yi bulunuz.
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