





Bolim

Polinomlar

Polinom Kavrami

Polinomlar, yalniz Matematikte degil, bagka bilim dallarinda da kar-
silagilan bir cok problemin ¢6ziimiinde etkili bir aractir.

Polinom kavrami, farkli soyut bigimleriyle incelenebilir. Ama, bu
derste, katsayilarin ve belirsizlerin gercek sayilar olmasi durumunu ele ala-
cagiz. Gene de, biraz genel bir tanim vermekte yarar olabilir.

ag, a1, ,0n_1, 0y bir H halkasindan secilmis dgeler, n bir dogal say1
ve x belirsiz (tanimsiz) olmak iizere,

p(x) =as+ar1x+ -+ ap_1x + apx” (1)

bicimindeki ifadelerden her birisi, bir belirsizli bir polinomdur.

Tanimi daha belirgin kilmak istersek, (1) ifadesine, x belirsizine gore,
H iizerinde bir polinomdur diyoruz. Buna gore, H yerine Z konulursa, (1)
ifadesi tamsay1 katsayili, bir belirsizli bir polinom olur. H yerine Q konu-
lursa, (1) ifadesi rasyonel say1 katsayili, bir belirsizli bir polinom olur. H
yerine R konulursa, (1) ifadesi gercek katsayili bir belirsizli bir polinom
olur. Polinomlar1 biiyiik ya da kii¢iik harflerle temsil edebiliriz. Buna gore,
P(x) ya da p(z) simgeleri kullamlabilir.
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1.1  Bir Belirsizli Polinomlar

Polinomun genel tanimini vermeden 6nce polinomu ve onunla ilgili baz
kavramlar: bir 6rnek iizerinde aciklamak daha uygun olacaktir.

325 — 1222 + V72 — 9

ifadesi bir polinomdur. Fonksiyonlarda oldugu gibi, polinomlar: da birer harf
ile temsil ederiz. Yukaridaki polinomu p(z) ile temsil edersek,

p(z) = 32° — 1222 +V7x — 9 (1.1)

yazabiliriz. gimdilik x simgesinin bir gercek degiskeni temsil ettigini; yani x
in R icinde gezgin bir 6ge oldugunu varsayalim. Bu polinomun terimleri

32°, —1222, 7z, —9

dur. Bu terimler, x degigkenine gore, 5,2, 1,0 mc1 derecedendirler (kuvvet-
tendirler). En yiiksek dereceli terim 325 dir. Polinomun derecesi, en yiik-
sek dereceli teriminin derecesine esittir. Dolayisiyla, séz konusu polinomun
derecesi 5 dir. Terimlerin katsayilar, sirasiyla, 3, —12, V7, —9 gercek sa-
yilaridir. En yiiksek dereceli terimin katsayisi, polinomun baskatsayisy’dir.
Ohalde (2) polinomunun bagkatsayis: 3 diir.

Terimler R i¢indeki ¢arpma iglemine gére anlamlidir. Terimlerin top-
lanmas: ya da ¢ikarilmasi da aym sekilde anlamhdir. Bu demektir ki, (2)
polinomu gercek sayilar kiimesi icinde tanimlidir ve x degiskenine belirli
bir deger verilip, polinomun icerdigi ¢arpma, toplama ve ¢ikarma iglemleri
yapilirsa bir gergek say1 bulunur. Bu sayi1, x icin secilen degere kargilik poli-
nomun aldigi degerdir. Bagka bir deyisle, (2) ifadesi bir cebirsel yap iginde
anlamh bir ifadedir.

simdi (1) polinomu i¢in soylediklerimizi genellegtirmeye ve soyutla-
maya caligsalim. Dikkat edersek, yukaridaki tanimda R yerine , toplama ve
carpma iglemlerine kapali olan bir cebirsel yap1 alabiliriz.  degiskenini de
simdilik belirtilmeyen bir kiimeden secebiliriz. Bu nedenle, ait oldugu kiime
belirtilmedigi zaman, x nesnesine degisken demeyecek, belirsiz diyecegiz.

Tanim 1.1. (1.1) bigimindeki ifadelerden her birisi bir polinomdur.

Katsay:

P(x) polinomunda a,, an—1, - ,a1,ag Ogelerinden her birisi.
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Terim

anx™, ap_12" "L - a1z, ag ifadelerinden her birisi.

Derece

Bir a,,z™ terimi i¢in, = in kuvveti olan m € N dogal sayisi. p(z)
polinomu i¢in, polinomu olusturan terimler igerisinde derecesi en biiylik
olanin derecesi. p(z) polinomunun derecesi der[p(x)] ile gosterilir.

Bagkatsay1 Polinomdaki en yiiksek dereceli terimin katsayisi.

Sifir Polinomu

Biitiin katsayilar: 0 olan polinom.
ap =0ap-1=-"+-=ay1=ag=0
ise p(x) polinomu sifir polinomudur. O(z) ile gosterilir.

Sabit Polinom Sabit terimi digindaki biitiin katsayilar1 0 olan polinom.

ap = ap—1 =+ =ay =a; =0 ve ay # 0 ise, p(x) polinomu sabit bir
polinomdur.

Sifir polinomun derecesi tamimsizdir. Sabit polinomun derecesi sifirdir.

Ornekler:

1. p(z) = 72 — 32* + 23 + 2122 — 8z + 12 polinomunun derecesini,
katsayilarmi, terim sayisini, sabit terimini, bagkatsayisini yaziniz.

e der[P(z)] =5
Katsayilar: 7,—3,1,21, —8,12

e Terim sayisi: 6
Sabit terimi: 12

Bag katsayisi: 7
dir.

2. p(x) = —bzt + %a:?’ + 8z — 5 polinomunun derecesini, bagkatsayisini,
terim sayisini, sabit terimini ve katsayilarim yaziniz.

e derlp(a)] = 4
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Bag katsayisi: —5
e Terim sayisi: 4

Sabit terimi:-5

p(x) polinomunun ikinci dereceden teriminin katsayis: sifirdir. Bu
polinom p(x) = —5z* + %a:?’ + 022 + 8z — 5 biciminde yazilabilir.
Dolayisiyla, p(z) polinomunun katsayilar1 —5, %, 0, 8, —5

dir.

3. f(z) = 1323 + 423 + 21 ifadesi bir polinom mudur? Neden?
Degildir; ¢iinkii bir polinomda her terimin {issii bir dogal sayidir. Oysa

4zx3 terimindeki z, belirsizinin {issii bir dogal say1 degildir.

4. p(x) = (2m—1)2%+(n+2)z+7 polinomunun sifir polinomu olmasi icin
2m—-1=0, n4+2=0, r=0

o
m,n,r sayilar:i ne olmalidir? m— _%7 n——2 =0
5 p(z) = az” + (5b + 1)z + (2¢ — 3)z2 + 8 polinomunun sa-

bit polinom olmasi i¢in a,b,c nin alacag degerler ne olmalidir?
a=0, 5+1=0, 2¢c—-3=0
a=0, b= —%, c=

N|w

1.2 Cok Belirsizli Polinomlar

x, y ve z belirsiz 6geler olmak iizere
1. p(z,y) = 927y? — 1523y* + 222 — 5y + 14
2. q(w,y) = —3zy + 22ty> — 5y7
3. r(z,y,2) = 6 — 11layz? 4+ 4222° — 3xy* 4 1224923

bi¢imindeki ifadelerden her birisine cok belirsizli bir polinom denilir. Bun-
lardan ilk ikisi ki belirsizli, sonuncusu ise ¢ belirsizli polinomlardir. Genel
tanimim sdyle yapabiliriz.

H bir halka, x ve y belirsiz iki 6ge, a,r € H ve 7,k € N olmak iizere,
a,,x"y* bicimindeki terimlerin sonlu bir toplamma ki belirsizli polinom
denilir. Ikiden cok belirsizi olan polinomlar da benzer bicimde tanimlanir.

arrz"y* bicimindeki ifadelerin her birisi polinomun bir terimidir. Bu
terimin derecesi r 4+ k dir; yani igerdigi belirsizlerin kuvvetleri toplamidir.
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Aym terimin katsayisi ise a,, dir. En yiiksek dereceli terimin derecesi poli-

nomun da derecesidir.

Ornekler

1. p(x,y) polinomunun iki belirsizi, 5 terimi vardir. Derecesi 9 dur.

2. q(x,y) polinomunun iki belirsizi, 3 terimi vardir. Derecesi 7 dir. Bu
polinomun 7 inci dereceden iki terimi vardir.

3. r(x,y,z) polinomunun ii¢ belirsizi, 5 terimi vardir. Derecesi 11 dir.

Belirsizleri ayni olan ve ayni belirsizlerin, kargilikli olarak, iisleri ayni olan
terimlere benzer terimler denilir. Benzer terimlerin katsayilar: farkl olabilir.

Ornekler:
~172% ile 5a®
5x7y4 ile a:7y4
benzer terimlerdir. Ama
8z%y3 ile 18z3y?

benzer olmayan terimlerdir.

1.3 Terimler:i Kuvvetlerine Gore Siralama

Polinomlarla ilgili islemlerin kolay yapilabilmesi i¢in polinomlar, belirsizle-
rinin kuvvetlerine goére artan ya da azalan sirada diizenlenebilir. Bu alig-
kanlig1 edinmek icin, polinomlar: bu bi¢cimde diizenlenmis olarak yazacagiz.
Ornegin,

—3 422+ 622 — 172* — 827

1227 + 4a® — 72 + 1522 + 22 — 4

polinomlarindan birincisi x belirsizinin artan kuvvetlerine gore, ikincisi ise
azalan kuvvetlerine gére diizenlenmigtir.

Cok belirsizli polinomlar, istenen bir belirsizinin kuvvetlerine goére
artan ya da azalan sirada diizenlenebilir. Ornegin,

722y r — 18231222 4+ 52ty 20 4+ 2® — 1427 — 4
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polinomu x belirsizinin artan kuvvetlerine gore diizenlenirse
—4 — 1427 + 72232 — 18232 2% + 5atyP 20 + o°

olur. z belirsizinin azalan kuvvetlerine gore diizenlenirse
—1427 + 5228 — 18239222 + TatyPr +2° — 4

olur.

iki Polinomun Egitligi

Iki polinomun esit olmas: icin gerekli ve yeterli kogul derecelerinin
ayni ve benzer terimlerinin, kargilikli olarak birbirlerine esit olmasidir. Bir
belirsizli polinomlar icin esitlik su anlama gelir:

P(z)=ao+aix+ -+ ap_ 12" + apa”
ve
Q(x) = by + b1z + -+ by 1™+ byz™

polinomlar: verilsin.

P(x)=Q(x) ©m=nA(ag=bo, a1 ="0b1, -+, ap=by)
dir.
Ornekler:

1. P(z) = (a+ 1)2? + 52 +2b—1 ve Q(x) = (15 — a)a® + (c — 1)z? +
(2d 4+ 1)z — 3 polinomlarmin egit olmasi icin a,b, ¢, d hangi degerleri
almalidir?

Bu iki polinomun esit olmasi i¢in, benzer terimlerinin katsayilar: egit

olmalidir. O halde,

15—a= 0 =a=15
a+l= c—1 =c=17
2d+1= 5 =d=2
2b—1= -3 =b=2

cikar.
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P(z) = (3—a)x®—323 +ba®+9
Q(x) = (b—1)a" + (2c+5)z® — bda® + 2¢ — 1

polinomlarinin egit olmasi icin a, b, ¢, d, e hangi degerleri almalidir?

Yukaridaki diisiiniisle,

3—a= 0 =a=3
b—1= 0 =b=
2c+5= -3 =c=-—
b= —5d :>d:—é
2e—1= 9 =e=

olmas1 gerektigi goriiliir.

3. P(z) = 1423 +522 +11,ve Q(z) = 1423 — 2% + 11 polinomlari esit
midir?

Hayir. Ciinkii; P(z) polinomunda z?li terimin katsays: 5, Q(z) poli-
nomunda 2?’li terimin katsayisi -2 dir. Ohalde, P(x) # Q(x) dir.
1.4 Upygulamalar

1. Asagidaki fonksiyonlardan hangileri birer polinomdur?

a) f(z) = 5 b) g(z) = 423 + 1221 — 51
¢) h(x) = 332° — §a® +7  d) s(x) = 62° — v8a® + Zw + 15

2. Agagidaki polinomlarin terim sayilarini, derecelerini, katsayilarini ve
bag katsayisini yaziniz.

a) P(x) =42% — 22 + 52— 3 b) Q(z) =3 — 323
) R(z) =323 — 122+ 41 d) S(z) = -4+ Lo + 1422 — 652° + 172"

htl
3. P(z) = z+1 + 2% — 3 ifadesinin beginci dereceden bir polinom be-
lirtmesi icin k ne olmalidir?
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4. P(z) =52+ (a+ 1)2? +d
ve
Q(z) = (b—1)23 — 32% — (2c — 3)z + 5 polinomlarmin egit olmasi i¢in
a,b, c,d ne olmalidir?

5. =3+ (5c—1)2? + 323 4+ 221 = (3d — 1)at + (2 — 3)a3 + J22 +5f 42
esitliginin saglanabilmesi i¢in ¢, d, e, f nin alacagi degerler nelerdir.

6. P(z) = g(lj_r)Q + 2272 — 9 ifadesinin bir polinom olabilmesi igin

r nin alacagi degerler kiimesini bulunuz.

1.5 Polinomlar Kiimesi Uzerinde Islemler

Say1 kiimeleri {izerinde yaptigimiz toplama, ¢ikarma, carpma ve bdlme ig-
lemlerinin benzerlerini polinomlar kiimesi tizerinde de yapabiliriz. Bu iglem-
leri, 6nce bir belirsizli polinomlar iizerinde tanimlayacagiz.

Tanim 1.2. x belirsizine gore, bir H halkas: tizerinde olusturulabilecek bii-
tiin polinomlarin kiimesini

e
ile gosterelim.

Uyar1 1.1. Polinomlar kiimesi tizerinde yapilan islemlerin sagladigs ozelik-
leri ornekler tizerinde agiklamakla yetinecek; genel ispatlarini vermeyecegiz.
Ayrica, ozel olarak, x belirsizinin R kiimesinden secildiging ve H halkasinin
Q Rasyonel Sayplar Halkast oldugunu varsayabiliriz.

1.6 Toplama

Tki polinom toplanirken benzer terimler bir araya getirilip toplanir ve benzer
olmayanlar aynen alinir.

n > m olmak iizere,
Plx)=ay+az+---+ 12" + apa™
ve

Q(z) = by +b1x + -+ + b1+ bypa™
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polinomlarinin toplami, agagidaki egitlikle tanimlanir:

P(x)+Q(z) = (ao+bo)+ (a1 +b))x+ -+ (ap +bp)ak +-- +
(@ + b)) 2™ + Q1™ 4+ 4 a2
Ornek
P(z) =2% — Iz +52% -4, Q(z) = —92° + 523 — 72 + 6 polinomlarmm
toplami
5 7 4 5\ 3
Px)+Q(z) = [14(-9)=°+ (—5 +0)z* + (0+ 5)93

+[5 4 (=7)]z* + (—4 + 6)

= —8x° — gx4 + —i-ga??’ —22% 42

olur. Buradan goriildiigli gibi, iki polinomun toplami gene bir polinomdur.
Dolayisiyla, polinomlar kiimesi toplama iglemine kapalidir. Bunu bir kural
olarak ifade edebiliriz:

Ozelik 1. Ry, kiimesu dizerinde + iglemi tanimbidar.

Simdi, toplama igleminin yer degigme 6zeligine sahip oldugunu yuka-
ridaki o6rnek iizerinde gosterelim.

Q(z)+ P(x) = (—9+1)z°+ <?7)+0>x4+ <2+0>x3+(5—7)$2+(6—4)

= —8z° — gafl + ng —22% 42

olur. Bunu genellestirerek, su kurali séyleyebiliriz:
Ozelik 2. Ry, kiimesi tizerinde + islemi yer degisme dzeligine sahiptir;
yani, her P(x), Q(x) polinom ¢ifti i¢in
P(z) +Q(z) = Q(z) + P(z)
esitligi saglanar.

Toplama igleminin birlesme 0zeligine sahip oldugunu asagidaki 6rnek
tizerinde gorelim: P(z) = —323 + 52z -7, Q(z)=22—-5x+3, R(z)=
z — 2 polinomlarinin toplamini bulmak i¢in, sayilarda oldugu gibi birlesme
ozeligini kullanacagiz:

[P(z) + Q(z)] + R(z)
= [(-3+0)2®+(0+1)z®+ (5—5)z+ (=7+3)] + (z — 2)
= (=32 4+224+0z—4)+ (z —2)
= 3342 +x-6
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olur. Benzer bicimde,

P(z)+[Q(z) + R(z)] = (=323+5z—7)+[(1+0)z?
+(=54+ 1)z + (3 —2)]
= 33+ +z-6

bulunur. O halde,

Ozelik 3. Ry, kiimesi dizerinde + islemi birlesme dzeligine sahiptir; yani,

her P(z),Q(x), R(z) polinomlar: i¢in
[P(x) + Q(x)] + R(z) = P(z) + [Q(z) + R(z)]
esitligi saglanar.

simdi Rp;) kiimesi tizerinde, sifir polinomunun, + iglemine gére bi-
rim o¢e oldugunu gosterecegiz. Sifir polinomu, biitiin katsayilari sifir olan
polinomdur. Bunu O(z) simgesiyle gosterelim. O(x) = 0 ile P(x) =
324 — 323 4 22 + 5 polinomlarini toplarsak;
O(x) + P(z) = (0+3)z* + [0+ (=3)]z® + (0 + 2)z + (0 +5)
= 32 -3 +22+5
— P(2)

P(x)+0(x) = (3+0)2*+(=3+0)2>+ (2+0)z+ (5+0)
= 32" -3 422 +5
= P(x)

cikar. Bu iki esitligi genellestirerek su kurali yazabiliriz:

Ozelik 4. Ry kiimesindeki O(z) = 0 (sifir) polinomu, + islemine gére
birim ogedir; yani her P(x) polinomu i¢in

[O(x) + P(x)] = P(z) + O(x)]
esitligi saglanar.

Son olarak, Ry, kiimesindeki her P(x) polinomunun + iglemine gore
tersinin —P(x) oldugunu gosterecegiz.

P(z)=ap+az+- -+ an,1$”_1 + apz”
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polinomu i¢in, —P(x) polinomu

—P(z) = —Jag+az+ -+ ap 12" + apz"]

1

= —q— QT — " — Qp1Z" " — apx"”

bi¢iminde tanimlanir ve + iglemine gére, P(z) polinomunun tersi adiny alur.
Gergekten,

P(z)+(=P(z)) = a0+ (—ao)] +[a1+ (—a1)]z+ - -+ [an + (—an)]z" = 0
olur. O halde, su kurali yazabiliriz:

Ozelik 5. Ry, kimesindeks bir P(x) polinomunun, + islemine gére tersi,
—P(z) polinomudur.

Yukarida séylenen beg kural bir araya getirilirse, polinomlar kiimesi-
nin, toplama iglemine goére degigsmeli bir grup oldugunu ifade edebiliriz:

Teorem 1.1. (R, +) degismeli bir gruptur.

1.7 Uygulamalar

1. Agagidaki polinomlar: toplayiniz.

P(x) Q
P(z) = —423 + 522+ 6 Q(z) = —8z° + 223 — 22
P(x)=a"+520 — 1123 +4  Q

P(z) = —32% + 522 + 6z Q

Plx)y=22" -3+t +3 Q

P(z) = (3z* = 52° + 22 + & Q(z) = 102° — 23 + 622 — 22 + 3

2. Iki polinomun toplaminin derecesinin, derecesi biiyiik olan polinomun
derecesine esit veya ondan kiigiik oldugunu gosteriniz.

3. Iki polinomun toplaminin derecesi, derecesi biiylik olan polinomun
derecesine ne zaman egit olur?

4. Iki polinomun toplamimn derecesi, derecesi biiyiik olan polinomun
derecesinden ne zaman kii¢lik olur?

5. —P(x) polinomunun tersinin P(x) oldugunu érneklerle saglayimz.
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1.8 Cikarma

P(z) ve Q(x) polinomlar R, kiimesinden alinan iki polinom ise, bunlarin
farki,

esitligi ile tanimlanir.

Ozelik 6. Ry, Kimesi ¢ikarma iglemine kapalidr.
Gergekten, R, bir grup oldugundan, P(z), Q(x) € Ry, ise,
(P(x) + [-Q(z)]) € Ry

olacagini biliyoruz. O halde, yukaridaki egitligin sol yani da ayni kiimeye ait
olacaktir; yani, [P(r) — Q(z)] € R dir.

Ornek 1.1.
P(x) = 2’ — 323 — 2z + 1, Qz)= 22° — 23 + 6 polinomlar1 i¢in

Plr) = Q(z) = Px)+[-Q(2)]
= (2% =32 —20+1) — (22° — 2° 4+ 6)
= (1-2)2"+(=3+1Dz3+ (—2+0)z+ (1 —6)
= 25— 23-2x-5

olur.
Ozelik 7. Cikarma islemi yer degistirme ézeligine sahip degildir.

(Rjz), +) grubunda, sifirdan farkh bir polinomun tersi kendisine esit
degildir. O halde,

yazabiliriz. Bu ise

P(x) - Qx) # [Q(x) — P(x)]

demektir. Bunu bir 6rnek iizerinde gosterelim:
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P(z) = 427 —22% — 1+ 6, Q(z) = 32% — 523 + 22 — 4 polinomlari

Px)—Q(z) = (4—0)z"+(0—-3)2® 4 (0 —0)2® + (0 — 0)z*

+(0+5)23 + (=2 = 0)z? + (=1 — 2)z + (6 +4)
= 427 — 325 + 523 — 222 — 32 + 10

Q(z)—P(x) = (0—4)z"+ (3 -0)2°+ (0—0)2® + (0 —0)az*

+(=5—0)2% + (0+2)2? + (2+ 1)z + (-4 — 6)
= 42" +32% — 523 + 222 + 32— 10

Buradan goriildiigii gibi, P(x)—Q(x) ile Q(z)—P(zx) polinomlari, + iglemine
gére birbirlerinin tersidirler.

Tki polinomu toplarken, benzer terimleri ayn siituna gelecek bicimde,

polinomlarin birisini 6tekinin altina yazmak, benzer terimlerin toplanmasimi
kolaylagtirabilir. Cikarma iglemi icin de aym ig yapilabilir:

P(z)= 2* - 32 - oz o+ 7
FQ(z) = F 20 F P F 2
Px)-Q(x)= 2* — T3 — 22 — z - 5

1.9 Uygulamalar

t

. Agagidaki polinomlarin farklarini bulunuz.

P(z) = —5z° — 1722 + 2 + 1 Qz) = — 3227
P(x):—x5+5w3+3 Q(z) = —8x +22% —x+3
P(z) =3z +5:p —z+4 Q(z) = 22* + 423 — 522 — 2 — 4
P(x) = 2% — 3 +35w +x—2 Q(x)—3x4+2x —3r—3
P(z) =525 — 22"+ 23 + Lo+ 3 Q(x)sz —

P(x) = ( 63: —1—13:2+3 Q(x) = x* — 23 —|—2:c +7x—1

Iki polinomun farkmimn derecesinin, derecesi biiyiik olan polinomun
derecesine esit veya ondan kiigiik oldugunu gosteriniz.

Iki polinomun farkinin derecesi, derecesi biiyiik olan polinomun dere-
cesine ne zaman egit olur?
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4. Tki polinomun farkinin derecesi, derecesi biiyiik olan polinomun dere-
cesinden ne zaman kiigiik olur?

5. P(z) — Q(x) polinomunun + iglemine gore tersinin Q(x) — P(z) oldu-
gunu, orneklerle saglayiniz.

1.10 Carpma

Iki polinomun carpimi, birisinin her teriminin digerinin her terimi ile ayr
ayrt carpimlarindan olugan biitiin terimlerin cebirsel toplamidir.

Qarpimi yazarken, terimlerin derecelerine gore, artan ya da azalan
sirada dizilmesi, islemleri kolaylastirir.

P(z) ile Q(z) polinomlarmin ¢arpimini P(x).Q(z) yva da P(z)Q(x)
simgeleriyle gosterecegiz.

P(z) = ap+ a1z + a2 + - + ap_12"" " + apa”

Q(l‘) =bg+ b1z + b2$2 NS bmilxm—l + bmxm

polinomlarim verilsin. Yukarida sylendigi gibi, Q(z) in her terimini P(z) in
her terimi ile ¢carpalim. Sonra, benzer terimleri bir araya getirelim ve onlar
z in artan derecelerine gore siralayalim. Agagidaki esitligi elde ederiz:

P(J?)Q(.Z’) = agby + (agb1 -+ albo)x + (aobg +arb; + agbo)x2 + -
Ornek P(z) = 22 —4z+3 ve Q(x) = 2z —3x* —2° polinomlarinin carpimi

P(2).Q(x) = (2*—4x+3)(2z — 3z — %)
= 22% — 325 — 27 — 822 + 122° + 425 + 62 — 92* — 32°
= —z" +2%492° — 92 + 223 — 822 + 62

Yukaridaki carpma tamiminda ve 6rnekte goriildiigii tizere, iki polino-
mun ¢arpimi yine bir polinomdur. O halde, gu 6zeligi soyleyebiliriz.

Ozelik 8. Polinomlar kiimesi, ¢carpma islemine gore kapalidar.
Ayrica, carpimin derecesi, carpanlarin derecelerinin toplamina egittir:
der[P(z).Q(x)] = der[P(x)] + der[Q(z)]

Ornegin, yukaridaki rnekte

der[P(x)] =5, der[Q(z)]) =2 ve der[P(x).Q(x)] =7
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dir.
Toplama ve ¢ikarma iglemleri icin yfiptlglmlz gibi, carpma iglemini de
polinomlar alt alta yazarak yapabiliriz. Ornegin,
P(x) = 22 -3z +1
Q(z) = 22241

20° — 322 +
428 — 623 + 222
P(2).Q(z) = 42®°+22° 623 -2 +2

olur.

simdi, polinomlar kiimesi {izerinde carpma igleminin yer degistirme,
birlegme ve toplama iglemi iizerine dagilma ozeliklerine sahip oldugunu 6r-
nekler iizerinde gosterelim.

P(z) = 2° 4+ 3z — 2, Q(z) = —2®> -5z +1
polinomlar i¢in

P(x).Q(z) = (2®+3z—2)(—x®—52+1)
= —z —8z3 — 1222 + 132 -2

Q(z).P(x) = (—2®—5zx+1)(x*+32z—2)
= ot 823 — 122 + 132 -2
oldugu kolayca goriiliir. Bunu genel olarak ifade edersek;

Ozelik 9. Polinomlar kiimesi tizerinde, carpma islemi yer degisim ézeligine
sahiptir; yani, P(x),Q(x) herhangi iki polinom ise

P(z).Q(z) = Q(z).P(x)

esitligi saglanar.

P(z) =522 + 6z +1 Q(z) = 222 + 3z — 2 S(z)y=xz+1

polinomlarinin ¢arpimini, sayilarda oldugu gibi, birlesme 6zeliginden yarar-
lanarak yapabiliriz.

[P(2).Q(x)]R(z) = [(52®+ 6z +1)(—22% + 3z — 2)](x + 1)
= [~10z* + 32 4 62% — 92 — 2](z + 1)
= —102° — 72* +92° — 32> — 11z — 2
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P(@)[Q(x).R(z)] = (—22%4 3z —2)[(52° + 6z + 1)(z + 1)]
= (—22% 4 3z — 2)[paz® + 11z + Tz + 1]
—102° — Tzt 4+ 923 — 322 — 112 — 2
olur. Genel olarak, gu kural gecerlidir:
Ozelik 10. Polinomlar kiimesi izerinde, carpma islemi birlesme ozeligine
sahiptir; yani, P(x),Q(z), R(x) herhangi ¢ polinom ise
[P(2).Q(z)|R(x) = P(z)[Q(x).R(z)]

egitligi saglanar.

P(z)=2° -2 Q(z) =2 -2z +1 R(x) = 223 + 32° — 4
polinomlar icin agagidaki islemleri yapalim.
P@)[Q(z) + R(z)] = (2®—-2)[(z?-2z+1)+ (223 + 322 — 4)]
= (@2 —=2)(2® =2z +1) + (2% — 2)(223 + 32% — 4)
(z* — 223 + 2% — 222 + 42 — 2)
+(22° + 3% — 42 — 42® — 622 + 8)
= 22° + 4zt —62° — 112 + 42+ 6

P(@)[Q(z) + R(z)] = (22 —2)[(2* — 2z + 1) + (22° + 327 — 4)]
= (@2 —2)[2® -2 +1+22% 4+ 322 —4
= (2% —2)[22% + 42? — 22 — 3]
22 4+ dxt — 623 — 112° + 42 + 6
olur. Genel olarak, su kural gecerlidir:

Ozelik 11. Polinomlar kiimesi izerinde, carpma isleminin, toplama islemi
tizerine dagulma ozeligi vardir; yani P(x), Q(x), R(x) herhangi ii¢ polinom

P(2)[Q(x) + R(x)] = P(2).Q(z) + P(x).R(x)
esitligy saglanar.

Benzer yolla,

[Q(z) + R(2)]P(z) = Q(z)P(x) + R(z)P(x)

oldugu kolayca gosterilebilir. Bu son iki egitlik, sirasiyla, ¢carpma igleminin,
toplama iglemi iizerine soldan ve sagdan dagilma dzeligi diye bilinir.
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1.11 Sayil (skalerle) Carpma

Bir polinomu bir sayi ile carpmak demek, polinomun her terimini o sayi ile
carpmak demektir. Bunu bicimsel olarak style tanimlayalim:

Tanim 1.3. « bir sabit sayr ise,
P(x) = apz™ + an_12" L+ +arz + ag

polinomunun o sabiti ile carpima

"4+ ag)

= a(az") + afan_1z" ) + - -
+a(a1z) + alag)

= aapz"™ + atn_ 12"+ - 4 aarz + aag

aP(z) = alapz™ + ap—12""

esitligi ile tanymlanar.

Burada,

alapz®) = aapz® = (aay)xk

olduguna dikkat ediniz.

Ornek
P(z) = —42® + 523 — 12 polinomunu —3 ile carpalim:

(=3)P(z) = (=3)(—42®) + (=3)(52°) + (—3)(—12)
122° — 152> + 36

Uyar1 1.2. Yukaridaki tamimda, o sayisine sabit bir polinom olarak disii-
niirsek, bir polinomun say ile (skalerle) ¢carpima, iki polinomun ¢arpimanin
ozel bir durumu olur.

Gergekten, S(x) = a dersek,
a P(x) = S(x).P(x)

yazabiliriz.

Polinomlar kiimesi iizerinde tanimladigimiz iglemlerin sagladigi 6ze-
likleri derlersek, agagidaki iki teoremi soyleyebiliriz.
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Teorem 1.2.

1. Polinomlar kiimesi toplama iglemine gore degigmeli bir gruptur.
2. Polinomlar kiimesi ¢arpma iglemine gore kapalidir.
3. Polinomlar kiimesinde ¢arpma igleminin birlesme 6zeligi vardir.

4. Polinomlar kiimesinde ¢arpma igleminin toplama iglemi tizerine (sag-
dan ve soldan) dagilma 6zeligi vardir.

Teorem 1.3. Polinomlar kiimesi, toplama ve ¢carpma islemlerine gore bir
halka ’dar.

1.12 Uygulamalar

1. Asgagidaki polinomlar: birbirleriyle ¢arpiniz..

P(z) =22+ 22 -1 Q(z) =23 -1

P(x) =23+ 322 + 32 — 4 Q(r) = T2x° + 223 + 1

P(x) = —4a* — 2% — z + 4 Q(x) =a” +92° + 32° + 2 +2
P(x) :31’4—|—%1‘2—|—5E—2 Q(x) =227 —22* —3r—3
P(z) =a* - 323+ 22 4 La Qx) =2%—4

P(z) = (_4x5+3x4—|—%x2—|—% Qx) = 203 4+ 222+ — 1
Pl) =3t 4 L+t | Q=221

P(z) =523+ 22 — 3 Q(z) =23 -1

2. Iki polinomun carpiminin derecesinin, ¢arpanlarin derecelerinin ¢arpi-
mina esgit oldugunu, 6rneklerle gdsteriniz.

3. Polinomlar kiimesi {izerinde, carpma igleminin yer degisim ve birlegim
ozeliklerine sahip oldugunu 6rnekler iizerinde gosteriniz.

4. Polinomlar kiimesi iizerinde, carpma isleminin toplama iglemi {izerine
soldan ve sagdan dagilma 6zeligine sahip oldugunu 6rnekler iizerinde
gosteriniz.

1.13  Baglica Ozdeglikler

Bir polinomun ya da, daha genel olarak, bir cebirsel ifadenin ¢arpanlarina
ayrilmasi demek, carpumlar: sézkonusu cebirsel ifadeye esit olan terimlerin
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bulunmas1 demektir. 1 den farkli carpani olmayan polinomlara asal polinom
denilir. Bazan, verilen bir polinomu asal ¢arpanlarina ayirmak, onunla ya-
pilan iglemleri kolaylastirir. Benzer olarak, bir cebirsel ifadeyi, kendisinden
daha basit yapida olan carpanlarina ayirmak, islemlerde kolaylik saglar.

Agagida verilen egitlikler, cebirsel ifadeleri carpanlara ayirmak icgin
kullanilan baglica bagintilardir. Bu esitlikler, kullamilan sabit ya da degis-
kenlerin biitiin degerleri icin gecerlidir. Dolayisiyla, bunlara dzdeglik denilir.

Agagidaki 6zdegliklerde yer alan harflerin, gercek sayilar kiimesinden
secildigi varsayilacaktir.

e iki Terim Toplaminin Karesi

(a+b)? = (a+b)(a+b)
a(a+0b) +b(a+b)
a® + ab+ ab+ b?

= a®+ 2ab+ b*
Ornekler:
Agagidaki iglemleri inceleyiniz.
1.
(17)? = (154 2)?
= (15)* +2.15.2 4 2
= 22546044
= 289
2.
25 10
( +V32 =201 —f +3
3.

(22 4 4y)? = 422 + 8xy + 163>
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e Iki Terimin Farkinin Karesi

(=1 = (a—b)a—b)
ala —b) —b(a—b)
a® —ab—ab+b?
= a®—2ab+b?

Ornekler:

Agagidaki iglemleri inceleyiniz.

1.
(19)* = (20 —1)2
= (20)* —2.20.1 + (—1)?
— 400 —40 +1
= 361
2.
(—14)* = (1—15)
= 1-2.1.15+ (15)*
= 1-30+225
= 196
3.
[(2z +3y) — 2> = (22 +3y)* — 2.2z + 3y).2 + 2°

42% + 9y + 2% + 122y — 4az — 6yz
ki Terimin Toplami Ile Farkinin Carpimi

(a+b)(a—b) = ala—0b)+bla—Db)
= a®—ab+ab— b
a® — b

Ornekler:
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Agagidaki iglemleri inceleyiniz.

° 1.
642% — 25y% = (8 + 5y)(8z — 5y)
2.
1416 = (15— 1)(15+ 1)
= (15)% —12
— 92951
— 924
3.
(% — y®) (2h)? = (y*)?
= (@' +yH)' —yh)
= (@' +y"@*+yH)(* - )
= (@ +y")@?+ )@ +y)(z—y)
4,
2 , 3 2 , 3 >
222 (e - b
< SREVE ) <ﬂa V3
4 4 9 2
= ¢~ 3
= 2a* — 3b°
5.

(x—3b)*—(3b—a)® = (x—3b—3b+a)(z—3b+3b—a)
(x —6b+a)(r—a)

e U¢ Terim Toplaminin Karesi

(a+b+c)* = (a+b+ec)(atbtc)
= ala+b+c)+bla+b+c)+cla+b+c)
= a®+ab+ac+ ab+ b* 4 be + ac + be + ¢
= a®+b>+ 2+ 2ab+ 2ac + 2be



22

Ornekler:

BOLUM 1. POLINOMLAR

Agagidaki iglemleri inceleyiniz.

1.

(@ -

(a+b+1)2—(a—b+1)*+(a+b—1)2—(a—b—1)>
[(a+b+1)2—(a—b+1)+[(a+b—1)2—=(a—b—-1)%
(a+b+1)—(a—b+D][(a+b+1)+ (a—b+1)]
+a+b—=1)—(a—b+D](a+b—1)+(a—b—1)]
(20)(2a + 2) + (2b)(2a — 2)

2b[(2a 4 2) + (2a — 2)]

Sab

4(x —3y)? — (z — 3y)% + 5(z — 3y)?
= [2(z —3y) — (v — 3y)][2(x — 3y) + (z — 3y)]

+5(z — 3y)?
= [(z = 3y)|3(z - 3y)] + 5(z — 3y)?
= 3(z— 3y)2 +5(x — 3y)2
= 8(z —3y)?

%xz — z)? ifadesinin a¢ilimini bulalim:

ey
z? (:):4 + i:ﬂ +1+ 2x2(—%x) — 222 + 2(—;:1;)(—1))

7
xﬁ—x5—1x4—|—x —i—:v



1.13. BASLICA OZDESLIKLER 23

ki Terim Toplamimn Kiipii

(a+b)> = (a+b)(a+Db)?
= (a+b)(a®+ 2ab+ b?)
= a(a®+ 2ab+ b?) + b(a® + 2ab + b?)
= @ +2d% + ab® + a®b + 2ab* + V°
a® + 3a®b + 3ab? + b

Ornekler:
Agagidaki iglemleri inceleyiniz.
o 1.
(17)? = (16+1)3
= (16 +1)((16)* +2.16.1 + 1?)
= 17(256+32+1)
= 17.289
= 4913
2.
(a®z +2by?)® = (a*r)® + 3(a*x)?.(2by?) + 3(a*x).(20y%)* + (2by?)?

= a5 + 6a*b2®y® + 124202 zy* + 8b3y°

e iki Terim Farkinin Kiipii

(=0 = (a—b)(a—0)
= (a—b)(a® — 2ab+ b?)
a(a® — 2ab + b?) — b(a® — 2ab + b?)
= a3 —2a%b + ab® — a®b + 2ab? — b?
= @ —3d% + 3ab® - b*
Ornekler:

Agagidaki iglemleri inceleyiniz.
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(242 = (25-1)3

(25 — 1)((25)% 4+ 2.25.(=1) + (=1)?)
24(225 — 50 + 1)

24.576

= 13824

(Vo —y)° = (Va)®=3(Vx)> Yy +3(32)(y)° - (¢y)°
= 2 -3Va2y+3Yzy? -y

o ki Kiip Toplami
a(a® — ab+ b?) + b(a® — ab + b?)

= a®—a’b+ ab® + a’b — ab® + b3
a + v

(a+b)(a® — ab + b?)

Esitligin sag ve solundaki ifadeler yer degistirirse;
a® + b3 = (a +b)(a® — ab + b?)

olur.

Ornekler:

Agagidaki iglemleri inceleyiniz.

1.
823 + 64y° = (22 4 4y*) (42 — Say® + 16y)
2.
27a%+ 343y = (3a?)3+ (7y)? = (3a®+7y)(9a* — 21a2y +49y?)
3.

(a + 2b)(a® — 2ab + 4b%) = 2% + 8y°
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4.

@+y) = (Va+ V)P - (a9 + (19

iki Kiip Fark:

(a—b)(a® +ab+b*) = ala®+ab+b?*) —b(a* + ab + b?)
= d®+a’b+ab* —a’b—ab® — b°
— (13 _b3

Esitligin sag ve solundaki ifadeler yer degigtirirse;
a® — b = (a — b)(a® + ab + b?)

olur.

Ornekler:

Agagidaki iglemleri inceleyiniz.

1.
1000 — 5122% = ((10)3 —2%3
= ((10)* — (2°x)
= (10 — 82)(100 + 80z + 64z%)
= 8(5 — 4x)(25 + 20z + 162?)
2.
27a® — 1250° = ((3a)® — (5b)3
= (3a — 5b)(9a* + 15ab + 25b%)
3.
x18 _ y15 _ (1‘6)3 _ (y5)3
_ (xﬁ o 95)($12 + x6y5 + ylo)
4.

(3a)% — (2b)° = (3a — 2b)(9a2 + 6ab + 4b%)

25
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1.14 Iki Terimlinin Kuvvetleri

(a+b) iki terimli bir cebirsel ifadedir. gimdi bunun dogal say1 kuvvetlerini
diigiinelim. Carpma igleminin birlegme 6zeligini kullanarak, su egitlikleri ko-
layca bulabiliriz:

3 = 0% 4+ 3ab + 3ab® + b3
4= a* + 4a®b + 6a20% + 4ab® + b4
5 = a® + 5a*b + 10a°V? + 10a0® + 5ab* + v°

Bu igleme, istedigimiz kadar devam edebiliriz. simdi, verilen bir n
dogal sayisi icin genel formiilii yazalim:

Teorem 1.4. Binom Teorem:

n dodal bir sayr, a ile b gercek sayilar ise,

-1 —1)(n—-2
(a+b)n — an_i_ﬂan—lb_’_n(n )an—2b2+n(n )(n )

n—3p3 | ..
1 1.2 12.3 ¢ UVt

nn—1) on 9 N 5
————a“b" —ab" b"
2 YT
egitlige saglanar.

n dogal sayis1 verilmigken, bagintiy1 ispat etmek igin (a-+b) terimini
kendisiyle n kez carpmak yetecektir. ( Burada sabit bir n se¢iliyor. Her n
igin ispat, timevarimla yapilir.)

Bu esitligin sagindaki ifadeye (a 4+ b)" ki terimlisinin agilimi ya
da binom agilyms denilir. Bu aglimda, terimlerin katsayilarina da binom
katsaylars diyecegiz. Katsayilarin yaziligini kisaltmak icin, a™~"b"
katsayisini

C(n,r), Chnr, <”>

teriminin

r
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simgelerinden birisiyle gosterecegiz. Buna gore, (r 4+ 1) inci terimin binom
katsayisi,

C(n,r)=Cypy = < n > 1.23---n

T [1.23---(n—7)][1.2.3--7]
nn—1)---(n—r+1)
1.23---r

esitlikleri ile tanimhidir. Binom agiliminda kullanacagimiz bu simgelerde
uyum saglamak icin, agagidaki esitlikleri, tanim olarak alacagiz.

C(n,0)=1, C(n,n)=1

Bu simgeleri kullanirsak, Binom acilimini daha kisa ve daha anlagilir bi-
cimde yazabiliriz:

n dogal bir say1, a ile b gercek sayilar ise

n __ n n n n—1 n n—1 n
(a+b)—<0>a -f—(l)a b+ +(n_1>ab +b

esitligi saglanir.
(a + b)" acihmundaki terimlerin katsayilarini, bulunduklar1 konumu
bozmadan yazarsak, agagidaki tabloyu elde ederiz.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 41
1 5 10 10 5 1

1 Cn—1,1)---C(1,n—1) 1

Binom katsayilarimin olusturdugu bu tabloya Pascal Uggeni denilir.

n inci kuvvetten binom acgiliminda su 6zelikler saglanir:
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. (n+1) tane terimi vardir.

. Her terimde a ve b nin iislerinin toplami n dir; yani her terimin derecesi

n dir.

. A¢ilimin ilk terimi a™ = C(n,0)a™b° ve son terimi b" = C(n,n)a’b"

dir.

. Soldan saga dogru, a nin kuvvetleri birer azalirken, b nin kuvvetleri

birer artar.

. Ik ve son terimlerin katsayilar1 1 dir.

. Bir terimin katsayisi biliniyor ise; bu terimin katsayist a’'nin {issii ile

carpilir ve b nin issiiniin bir fazlasina boliiniirse, verilen terimden
sonra gelen terimin katsayisi1 bulunur.

. Bastan ve sondan aym uzakliktaki terimlerin katsayilar: aynidir.

Dikkat ederseniz, Pascal ticgeninde, su ozelikleri goreceksiniz:

. Her satirdaki ilk ve son katsayilar 1 dir.

. Bir katsay1, iist satirda, sol iistiinde ve sag iistiinde yer alan sayilarin

ortasindan gegen diigey siituna yazilir.

. Bir katsay1, iist satirda, sol iistiinde ve sag iistiinde yer alan sayilarin

toplamadir.

Binom Teoreminin, her n dogal sayisi1 ve her a,b gercek sayilar icgin

saglandigini soyledik. Bu genel kural yeterlidir; ancak, saymnin birisi nega-
tif, 6teki pozitif oldugunda, binom teoreminin aldigi big¢imi bilmek pratik
kolaylik saglar.

(a—b) = [a+(~b)]

esitliginden yararlanarak, (a — b) nin kuvvetlerini, Binom Teoreminden ¢1-
karabiliriz. Gercekten, b yerine —b = [(—1)b] koyar; yukarida soyledigimiz
gibi, ardigik carpmalar: yaparsak, asagidaki esitligi elde edebiliriz.

-1 —1)(n—2
(Cb—b)n — an_Tllanlb_’_n(n )anf2b2_ n(n )(n )

Verilen her n dogal sayis: icin,

n—313
B3 ...
1.2 1.2.3 ¢ oot
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-1
(_1)n—2n(nl‘ 5 )a2bn—2 + (_1)n—1%abn—1 + (_1)nbn

egitligi saglanir. Bu formiilii, binom simgelerini kullanarak da yazabiliriz:

(a—b)" = C(n,0)a" —C(n,1)a" 1b+C(n,2)a" 26>~ C(n,3)a" 30> +- - - +

(—=1)"2C(n,n—2)a’b" 24+ (—1)"1C(n,n—1)ab"* + (—=1)"C(n, n)b"

Ornekler:

1. (z + y)° ifadesinin agihmini Binom Teoremini kullanarak bulunuz.

6 6.5 654 .

6 5 2.5 e 402 3 3
(@+y) = 2"+ 2+ Ty e

6543 54, 65432 654321

12347 Y T12345"Y 1234567

= 2% 4+ 62%y + 1521y? + 2023y3 + 1522 + 629° + ¢/F

_|_

olur.

2. (z +y)" ifadesinin acilimim Pascal Ucgenini kullanarak bulunuz.

n = 6 icin, katsayilari, Pascal iicgeninden secelim. Katsayilarin, sira-
siyla, 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1 oldugunu goriiriiz. O halde, hemen,

(z + 1) = 2% + 62°y + 152192 + 20239 + 1522y + 62y° + ¢/F

vazabiliriz. Buradan anlagildigi gibi, Pascal {icgeni, binom agiliminin
katsayilarinin bulunmasinda kolaylik saglar.

3. (z+%)" nin binom aciluninda 2 carpam iceren terimin binom katsa-
yisin1 bulalim:

Usler toplami 7 olacagima gore, binom acihiminda z3y* = 274.y* ifa-

desinin katsayisim bulacagiz. O halde,

7654

CBA) = 1535

35

olur.

4. (x — 3y)?! in binom acihminda besinci terimi bulalim:

Binom agiliminda, soldan saga dogru, ilk beg terimin katsayilari;

C(21,0), C(21,1), C(21,2), C(21,3), C(21,4)
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olur. O halde, C(21,4) {in degerini bulmaliy1z.

21.20.19.18

dir. Artik, acithmin beginci terimini yazabiliriz:

C(21,4)x* 74 (=3y)* = 5985.(—3)* ! Ty* = 4847852'7y* .

(a" + b") ve (a™ — b") Ifadelerinin Garpanlari
Daha 6nce iki kare ya da kiipiin toplam ve farklarini veren &zdeglikleri
elde etmigtik. simdi, verilen bir n dogal sayisi i¢in, (a”™ + b") ve (a™ — b")
ifadelerini carpanlarina ayirmaya yarayan esitlikleri verecegiz.

Yukarida sdyledigimiz gibi, ardigik carpmalar yapilarak, Vn € NT
icin;

(a—b)(a" ' +a" b+ a" 3 - F a4 = D"

ve

n € Nt ve n tek ise,
(CL—|— b)(an—l _ an—2b+an—3b2 L abn—2 + bn—l) = a" + b

esitlikleri cikarilabilir.

1.15 Ahstirmalar

1. p(z) =725 =32 + 223 =522 —x +1veqx) =22* + 2% - 322 — o — 1
polinomlar: veriliyor. Asagidaki polinomlar: bulunuz.

a) p(z) + q(z) b) p(z) — 2q(x)
c) p(x) - q(z) d) 3p(x) — q(z)
e) 2P(z) + (z — 1)q(z) f) xp(x) — 2%q(z)

2. Agagidaki carpimlart bulunuz.

a) (z+3)(2° — 222 + 1)

b) (x —1)(22® — 5z — 4)
c) (222 + 4z — 6)(322 + 8z + 4)
d) (92* — 1223 — 2)(2® — 2% — 52)
e) 3z — 1)(2x — 5)(z? — 22 + 1)
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3. p(x) = 2 — 423 + 22 — 2 — 1 polinomu verildigine gore,

(2 = Dp(z) +p(1)
polinomunu bulunuz.

4. Asagidaki esitlikleri saglayan p(x) ve ¢(z) polinomlarimi bulunuz.
a) 27 + 142 + 522 — 154+ P(z) = T27 + 22° — 112% + 92 — 1

b) 32° + 223 + 122 — 3+ Q(x) = 52° + 423 — 522 + 150 — 3

5. Asagidaki esitlikleri saglayan p(x) ve g(z) polinomlarmi bulunuz.
a) 3z — 23+ 8z — 3 = (z — 3)p(x)

b) —42° — 623 + 3x — 4 = (x — 2)q(x)

6. p(xr) = 2* — 422 + 2 — 1 polinomu veriliyor. p polinomunun istenen
degerlerini hesaplayiniz.

a) p(z — 1) b) p(1++v2)
¢) p(1 = V/5) d) ple - 277)

7. Agagidaki kareleri aginiz.
a) (%CL‘*Z/)Z b) (%wwL%)Z
&) (v3z + V5y)* d) (322 + §47)°
) (3z — dy)” £) (32 - 15v7)°
g) (230% —x_%)2 h) (ﬁ—x%)z

8. Agagidaki iglemleri yapimz.

a) (vbz + v3y)(vV5z — V3y)

b) (3o + 2y)(dy - 3o)
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¢) (223" + bz ~?) (223" — 5z ~3")

d) (z*+z-1) [z — (z - 1)]

e) (Ja+0b)(fa® — Jab+b?)

) (V2a - Vo) (Vaa? + 2wy + /i)

g) (2% — a2 + )’

oS
iy

3

h) (
i) (

v = Z5y)

+ 2)8

Slfs}
ISHISH

j) (a5 —b5)°

. ki saymin toplami ya da fark: biciminde yazarak, agagidaki sayilari

karelerini bulunuz.

a) (17)? b) (101)2 ¢) (61)?

d) (—45)? ¢) (—39)* f) (=79)°

Agagidaki sayilar iki sayimin toplami ile farki bigiminde yazarak, ¢ar-
pim1 bulunuz.

14.16, 19.21, 49.51, 69.71



Bolim

Polinomlarda Bolme

Polinomlar Bélme Iglemine Kapali Degildir!

Bir polinomun bagka bir polinoma bdéliinmesi islemi, bir tamsayinin
bir bagka tamsayiya béliinmesi iglemine cok benzer.

Tamsayilar Kiimesinin bélme iglemine kapali olmayigi, Rasyonel Sa-
yilar Kiimesine geniglemeyi nasil zorunlu kilmigsa, Polinomlar Kiimesinin
de bélme iglemine kapali olmayisi, Rasyonel Fonksiyonlar Kiimesi'ne genis-
lemeyi zorunlu kilmigtir.

Bu geniglemeler, bilgi {ireten araclarimizi cogaltmigtir.

Bu béliimde, Polinomlar Kiimesi iizerinde bélme iglemini ayrintila-
riyla inceleyecegiz.

Ornek

825 — 42* — 23 + 1 polinomunu 222 — 2 — 1 polinomuna bélmek icin,
sirasiyla, agagidaki adimlar izleyiniz. 82° —42* — 2341 polinomuna béliinen
polinom, 222 — x — 1 polinomuna bélen polinom diyecegiz.
1.Adim: Boliinen ve bdlen polinomlar;,  in azalan kuvvetlerine gore

siralayimiz. Siralanmig polinomlar:, sayilari bolmede kullanilan bdlme
tablosuna benzer bir tabloya yerlegtiriniz.
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820 —4at — 23 +1 | 222 -z -1
F82° + 42 + 4ot | drt 23+ 2t o+ 1
+
4o’ — 23 4+ 1
+425 + 22% + 243
+
2zt + 2% + 1
F22t + 23 + 22
+
23 + 22+ 1
Rl = = =
+
222+ + 1
T+ +1
+
2x 4+ 2

2.Adwm: Boliinenin ilk terimi olan (82%) y1 elde etmek icin, bélenin ilk
terimi olan (222) yi neyle carpmak gerektigini bulunuz. (222)(42*) = 825
olduguna gore, aradigimiz carpan 4z* diir. Tabloda béliime ayrilan yere 4z
yaziniz. Bu, bélim polinomunun ilk terimi olacaktir.

3. Advm: 4x* ile bélen polinomu carpiniz; carpimin terimlerini béliinenin
altina yaziniz. Bunu yaparken, benzer terimleri alt alta getirmek, iglemleri
kolaylagtirir. Yazdigimiz satirin altina, tablodaki gibi, bir c¢ikarma cizgisi
¢ekiniz. Sonra, ilk iki satirdaki polinomlarin farkini ¢izginin altina yaziniz.
Bunun igin, ikinci satirdaki terimlerin isaretlerini degistirip, ilk iki satir
toplamak kolaylik saglar. Neden?

4.Adwm: QCizginin altina yazdiginiz polinoma, birinci fark diyelim. Bu po-
linomun derecesine bakiniz. Derecesi, bolenin derecesinden kiiciikse, bolme
islemi bitmistir. Degilse, bolme islemine devam edilecektir. Ornegimizde,
birinci fark polinomu 42 — 23 +1 dir. Bunun derecesi, bélenin derecesinden
biiyiik olduguna gére, bélme iglemi bitmemigtir.

5.Advm: Birinci fark dedigimiz 42° — 22 4 1 polinomuna, 2.Adim’daki yon-
temi uygulayarak, boliimiin ikinci terimini bulunuz. 42° terimini elde etmek
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icin 222 yi 223 ile carpmak gerektigini géreceksiniz. O halde, béliimiin ikinci
terimi 223 olacaktir.

6. Advm: 223 ile bolen polinomu carparak, birinci farkin altma yaziniz.
3.Adim’da yaptiklariniza benzer olarak, ticiincii ve dordiincii satirdaki poli-
nomlarin farkinin 224 + 22+ 1 oldugunu goriiniiz. Buna ikinci fark polinomu
diyecegiz.

7. Advm: Ikinci fark polinomu icin, 4. , 5. , ve 6.Adin’da sGylenenlerin
benzerlerini tekrarlayarak ticiincii fark polinomunun 223 + z2 4+ 1 oldugunu
goriniz.

8. ve 9.Advm: Yukaridaki islemleri tekrar ederek, dérdiincii farkin 2224z +1
ve beginci farkin 22 + 2 oldugunu goriiniiz.

10.Adwvm: Besginci fark polinomunun derecesi, bélenin derecesinden kiigiik
oldugundan, bélme iglemi bitmistir. Bu sonuncu farka; yani, 2z 4+ 2 polino-
muna, kalan polinom diyecegiz.

Saglama: Yapilan bélme igleminin dogrulugunu saglamak istersek, sayilar-
daki bolme igleminin saglanmasina benzer bir yontem izleyebiliriz:

(Béliinen) = (Bélen)(Bélim) + (Kalan)

bagintisi, polinomlar icin de gecerlidir. Yukaridaki 6rnegimizde,

Bélimen — P(x) = 825—42*—23+1
Bdlen = Q) = 222-z-1
Bolim = B(z) = 4a*+203 +22+2+1
Kalan = K(z) = 220+2

oldugundan,

820 — 4zt — 2341 =
(222 —2—1) (4o’ +22° + 2* + 2 + 1) + (22 + 2)

yvazabiliriz. Esitligin sagindaki iglemleri yaparak, soldaki ve sagdaki poli-
nomlarin egit olduklarini goriiniiz.

simdi, polinomlar kiimesi iizerinde bélme iglemini daha genel olarak
tanimlayabiliriz.

P(z) ile Q(z) polinomlar1 der[P(z)] > der[Q(z)] ve Q(x) # 0 kogul-
larimi saglasin. der[K (x)] < der[Q(z)] olmak iizere,

P(z) = Q(@).B(x) + K(2) (1)

esitligini saglayan B(z) ve K(z) polinomlarinin bulunmas: siirecine, P(z)
polinomunun Q(z) polinomuna bolinmes: diyecegiz. Ayrica, (1) esitligin-
deki;
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P(z) polinomuna,  bolinen,
Q(z) polinomuna,  bdlen,
B(z) polinomuna,  bolim ,

K(x) polinomuna,  kalan,
denilir. (1) bagintisini, bir bélme tablosu bi¢iminde de gosterebiliriz:
P(z) | Q)
- B(#).Q(z) | B(z)

K(x)
Bu bélme igleminde K (x) = 0 ise, (1) esitligi,

bigimini alir. Bu durumda, P(z) polinomu Q(x) polinomuna tam boliniyor
denilir. P(z) polinomu, Q(z) ile B(x) polinomlarinin ¢arpimi oldugu igin,

der[(P(x)] = der|Q(z)] + der[B(x)]

esitligi saglanir.

Bir polinomun bagka bir polinoma béliinmesi igleminin, bir tamsayinin
bagka bir tamsayiya bdoliinmesi iglemine benzedigini sdylemisg ve bu iglemin
nasil yapildigin, bir 6rnek {izerinde aciklamigtik. Orada yapilan agiklamalar
genellegtirirsek, bélme igleminde izlenecek adimlar: siralayabiliriz:

e Boliinen ve bolen polinomlar, x belirsizinin azalan kuvvetlerine gore
siralanir.

e Boélen polinomun bag terimiyle ¢arpildiginda, béliinen polinomun bag
terimini veren terim bulunur; béliimiin bag terimi olarak yazilir.

e Bolimiin bag terimi, bolen polinom ile carpilir. Bu ¢arpim, béliinen
polinomun altina yazilir. Bunu yazarken, ayni dereceli terimlerin alt
alta getirilmesi iglem kolayligr saglayabilir.

e Bu c¢arpim polinom, bdéliinen polinomdan c¢ikarilarak, bulunan fark,
¢gizilen bir gikarma c¢izgisinin altina yazilir.
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e Yukarida elde edilen farkin derecesi, bdlenin derecesinden kiiciikse,
boélme iglemi biter. S6zkonusu fark, bélme igleminin kalani olur.

e Yukarida elde edilen farkin derecesi, bélenin derecesinden biiyiik ya da
ona egitse, yukaridaki adimlar, kalan fark polinomun derecesi, bélen
polinomun derecesinden kiiciik oluncaya kadar strdiriiliir.

Ornekler:

1. Agagidaki bélme igleminin her adimini aciklayiniz.

324 — 523 — 522 +39x — 45 |22 -2z +3

F3z* £ 623 F 922 322 + 2 — 12
+
3 — 1422 + 39z — 45
Fod + 222 F 3z
+
—122% 4 36x — 45
+1222 F 242 + 36
+
122z — 9
oldugundan,
32* — 5a® — 5a? + 39z — 45 =
(2 — 22 +3) (32° + 2 — 12) + (122 — 9)
yazabiliriz.

2. Agagidaki bélme igleminin her adimini agiklayiniz.
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62 — 23 — 622+ T2 —3 [222 + 2 —2

F62* F 323 £ 622 322 — 2z + 1
+
—42® 4+ 7z — 3
+423 + 222 F 4z
+
222 + 3z — 3
Fr’PFo+2
+
2 —1
oldugundan,
6zt — 2% — 627+ T -3 =
(22® — 2z 4+ 1) (32% — 2z + 1) + (22 — 112z — 9)
yazabiliriz.

. P(z) = 23 — 2% + cx + 3 polinomu Q(z) = 22 + z — 1 polinomuna
boliindiigiinde kalanin K(z) = 5z + 1 olmasi i¢in ¢ ne olmalidir?

Coziim: Bolen ile bolimiin dereceleri toplami béliinenin derecesine
esittir. O halde, boliinenin derecesi ile bélenin derecesi farki, boliimiin
derecesini verecektir. Dolayisiyla, boliim polinom birinci derecedendir.
B(z) = az + b diyelim.

P2 fexr43=
(2 + 2 —1) (ax +b) + (5 + 1)
yazabiliriz. Egitligin sag yanindaki iglemleri yaparsak;
2 —2? fex+3
= (aaf;3+bx2+ax2+bx—ax—b+5x—|—1)
= (a2’ + (a +b)x* + (b—a+5)z + (1 — b))

olur. Soldaki ve sagdaki polinomlarin esit olmas icin, benzer terimle-
rinin katsayilari egit olmalidir. O halde

a=1,a+b=-1, (b—a+5)=c¢, 1-0=3



2.1. UYGULAMALAR 39

olacaktir. Bu esitliklerden

bulunur.

2.1 Uygulamalar

1. Agagidaki egitliklerden yararlanarak, boliinen, bolen, boliim ve kalan

polinomlar: belirleyiniz. Bélme tablosunu kullanarak, bélme iglemle-
rini yapiniz.

o
N
CYIEN BN

962+1115:1:+E + Eav—l—E
4 4 4 4

20° — ' — 62° + 227 + 5r +3 =
(22° + 3z) (2® — 22° + 1) + (22 + 3)

2. P(x) = 2z* — 922 + pa? + gz + 10 polinomunun Q(x) = x? — 3z + 2
polinomuna tam bdéliinebilmesi icin p ve ¢ ne olmalidir?

3. n pozitif bir tamsay1 ise, 22" —1?" ifadesini (2" —y") ifadesine béliiniiz.

4. n poritif bir tamsay ise, 22" —y?" ifadesini (z? —y?) ifadesine béliiniiz.

Polinomlar Kiimesi B6lme i§lemine Kapali Degildir

Tamsayilar kiimesinin bélme iglemine kapali olmadigini séylemistik.
Bunun anlami gudur:

Bir tamsaymin bagka bir tamsayiya bolimd, bir tamsayr olmayabilir,

Ornegin, % = 25 oldugundan, boliim bir tamsayidir. Ama, %, bir
tamsay1 degildir.

Benzer olgu, polinomlar kiimesi i¢in de gecerlidir. Bir polinomun
bagka bir polinoma béliimii, bazan bir polinom olur, bazan da olmaz. Bunu
birer 6rnekle gosterelim.
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Ornekler

(a) 2 — 3z + 2 polinomu z — 2 polinomuna tam olarak béliiniir;
bélim z — 1, kalan 0 dir.

(b) P(x) = 3z* — 72% — 1 polinomunun Q(z) = z? — 3 polinomuna
boéliimii bir polinom degildir; ¢linkii, bélme igleminde kalan 5 dir; dolayisiyla,
P(z) polinomu Q(z) polinomuna tam béliinemez.

O halde, polinomlar kiimesi, bolme islemine gére kapalr degildir.

Rasyonel Ifadeler

Bir P(z) polinomunun, bir Q(z) # 0 polinomuna béliimiinii, sayilarda
oldugu gibi
P(x)
Q(z)
oraniyla gdsterecegiz. Bu oran bir polinom olmayabilir. Bu, yeni bir cebirsel
ifadedir. Bu tiir ifadelere, rasyonel fonksiyonlar (ifadeler) diyoruz. Ozel
olarak, Q(z) = 1 alirsak, yukaridaki oran,

P(x)

1
bi¢imini alir. Dolayisiyla, her P(z) polinomu bir rasyonel fonksiyondur.
Bagka bir deyisle, rasyonel fonksiyonlar kiimesi, polinomlar kiimesini kap-

sayan daha biiyiik bir kiimedir. Rasyonel Fonksiyonlar Kiimesinin yapisini
ileride inceleyecegiz.

= P(z)

Ornekler

32 — T2+ —4
1

1. 32° — 722 + = — 4 polinomunu, rasyonel foksiyonu

bigiminde yazabiliriz.

-9 4 3 8 2 _ 5
2. ° +$++1 ° rasyonel fonksiyonu bir polinoma doniigebilir;
x
giinkii —2z% + 23 4 822 — 5 polinomu x + 1 polinomuna tam béliiniir.

Béliim —223 4 322 + 5z — 5 polinomudur.

323 — 4z + 2
3. % rasyonel fonksiyonu bir polinom degildir; ¢iinkii paydaki
x
polinom, paydadaki polinoma tam béliinemez:

3x3 — 4z + 2 67

=322 —9r +23 — ——
r+3 SR A
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4. P(z) = 22 ve Q(v) = 52" polinomlari diisiinelim.

P(z) 2* 1 1 _4
Q(z) 57 5z5 B

dir. z in issii negatif oldugundan, P(z) polinomunun Q(x) polino-
muna boliimii bir polinom degildir.

2.2 Bolme Algoritmasi

f(z) ile g(z) herhangi iki polinom, g(x) # 0 ise, der[r(x)] < der[g(x)]
kosulunu ve

f(x) = g(2).b(x) + r(x)

esitligini saglayan b(x), r(x) polinomlar: vardir ve bunlar biriciktirler.

Ornek
f(z) =22* =323 + 2% + v — 2 ve g(x) = 22 — 32 + 2 polinomlarn igin,
bolme algoritmasim saglayan b(z) ve r(z) polinomlarim bulunuz.

f(@) = g(x).b(z) +r(x)

esitliginin solundaki ve sagindaki polinomlarinin dereceleri ve benzer terim-
lerinin katsayilari esit olmahdir. g(x) in derecesi 2 dir. der[r(z)] < der[g(z)]
olacagindan, r(z) in derecesi ya 1 ya da 0 olmalidir. O halde, r(z) = mx+n
diyebiliriz. Ote yandan, g(x)b(z) carpimimin derecesi, f(z) in derecesine
esit olmalidir. Oyleyse, b(z) ikinci dereceden bir polinomdur. Bunu b(z) =
ax?® 4 br + ¢ biciminde gosterelim. Bunlar, yukaridaki esitlikte yerlerine
yazarsak,

20t =32 + 2+ 2 -2 = (2% -3z +2).b(zx) +r(x)
= (2% =3z +2)(az® + bx + ¢) + (mx +n)
= az’ 4+ (=3a+b)z® + (2a — 3b + ¢)2?
+(2b —3c+m)x + (2¢+n)

olur. Benzer terimlerin katsayilarini egitlersek,

a=2, (—3a+b) = -3, (2a—3b+c) =1, (2b—3c+m) =1,(2¢c+n) = -2
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denklemlerini elde ederiz. Bunlarin ¢ézimii yapilirsa,

cikar. Bulunan katsayilar yerlerine konulursa,
b(x) = 22% + 3z + 6, r(z) =13z — 14

olur.

Bunlari, bélme algoritmasinda yerlerine koyarak,

20t =323 2% + 2 — 2= (2" — 32+ 2)(22% 4 32 + 6) + (132 — 14)
egitliginin saglandigini goriiniiz.
Kalan Teoremi: Bir P(z) polinomunun (x — a) ile bolinmesinden elde

edilen kalan, polinomda x yerine a dejeri yazlarak elde edilen P(a) gercek
sayisina egittir.

P(z) polinomunun z — a ile boliinmesi igleminde béliim B(z), kalan
K (x) olsun. Bélen polinom (x — a) dir ve birinci dereceden bir polinomdur.
Kalanin derecesi, bolenin derecesinden kiigiik olacagina gore, K (x) poli-
nomunun derecesi sifirdir. O halde, K (z) ya bir sabittir ya da sifirdir. O
halde,

P(z)=(x —a).B(z) + K (2)

yazabiliriz.

(2) esitliginde x yerine a konulursa.
P(a)=(a—a)Q(a)+ K = P(a) = K

olur. Bu, istenen sonugtur.

2.3 (Carpan Teoremi

Teorem 2.1. Carpan Teoremi: P(z) polinomunun, (x — a) ya tam bé-
limebilmesi igin gerekli ve yeterli kosul P(a) =0 olmasidar.

Ornekler:
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1. f(z) =2x+1, g(x)=223—2%— 1 polinomlar verildigine gére
f(@) = g(x).b(z) + r(z)

Bolme Algoritmasi’m saglayan b(x) ile r(x) polinomlarimi bulunuz.

Coziim: r(z) in derecesi g(x) in derecesinden kiigiik olacagindan
r(x) = ma? + nx + p bigimindedir. Ote yandan. g(z) ile b(z) in carpi-
minin derecesi, f(x) in derecesinden biiyiik olamaz. O halde, b(z) = 0
olmak zorundadir. Oyleyse,

20 + 1= (22° — 22 — 1)(0) + ma® + nx +p=ma* + nz +p

olur. Soldaki ve sagdaki polinomlarin esit olabilmesi i¢in, benzer te-
rimlerinin katsayilar: egit olmalidir. Buradan

bulunur. Bunlar yerlerine yazilirsa,
b(x) =0, 7r(z)=2x+1
oldugu goriiliir.

2. P(x) = 23 + 22? — 22 + 3 polinomunun z — 1 ile béliiniirse kalan ne
olur?

Céziim:

r—1=0=z=1
ve

Pl)=142-243=4=K
bulunur.

3. P(z) = 223 + 2% + cx — 3 polinomunun z + 1 polinomuna tam bolii-
nebilmesi icin ¢ ne olmalidir?

Cézim: P(zx) polinomunun z+1 ile tam béliinebilmesi igin kalan sifir
olmalidir. Bunu simgelerle gosterirsek,

r+1=0=z=-1
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icin,
K=P(-1)=0
olmasi gerektigi goriiliir. O halde,

2.(=1P2 + (-1 +¢(-1)-3=0 = —24+1-c—-3=0
= c=—4

olmalidr.

. P(t) = t3 — bt — 5 polinomu t+ 1 polinomuna béliindiigiinde kalan

3 ise, t — 1 ile boliindiigiinde kalan ne olur?
Cozim: Kalan 3 olduguna gore
P(-1)=3 = (-1)3—-(B(-1)-5=3
= —-1+b-5=3
= b=9

olmalidir. O halde, P(t) = t3—9¢—5 dir. Bunun ¢—1 ile béliinmesinden
cikacak kalan

K=P1)=1*-91-5=-13

olacaktir.

. a bir gercek say1 ve n tek bir tamsayi ise 4+ a nin 2" +a” polinomunu

tam béldiigiinii gosteriniz.

(Céziim: P(x) polinomunda x = —a konulursa, n tek oldugundan,
K=P(—a)=(—-a)"+d"=—-a"4+d"=0

cikar.

. P(z) = 2* + az? 4+ (3a + 1)z + 4a — 5 polinomu = — 2 polinomuna

boliindiigiinde elde edilen kalan, x — 1 ile boéliindiigiinde elde edilen
kalana egit ise, a nedir?

Cozim:
P(2) = P(1)
2 a2’ +(Ba+1)2+4a-5 = l4+a+Ba+1)+4a—5
16+4a+6a+4a+2—-5 = 14+a+3a+1+4a—5
1l4a+13 = 8a—3
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cikar. Buradan,
14a—8a:—3—13:>6a:—16:>a:_§

bulunur.

Uygulamalar

. P(z) = 52% — 22® + 2 + 5 polinomunun z — 2 ile bsliinmesinden elde

edilen kalan nedir?

. P(z) = ax®+ 322 — 5z + 12 polinomunun = + 3 ile tam béliinebilmesi

i¢in a ne olmalidir?

. P(z) = 2* + c2® + 32 + d polinomunun z — 1 ile boliinmesindeki

kalanin 2 ve x — 2 ile boliinmesindeki kalanin 17 olmas icin ¢ ve d ne
olmahdir?

. P(z) = az® — 5z + 2 polinomu z + 1 ile boliindiigiinde, kalan 3 ise, a

nedir?

. P(z) = 2* + ca® — 422 + 10z + d polinomunun (z — 1)? ile tam bolii-

nebilmesi icin ¢ ve d ne olmalidir?

Bir Polinomun az + b Ile Béliinmesinden Elde Edilen Kalan

Bunu Kalan Teoremi’'nin bir sonucu olarak ¢ikarabiliriz. Bir P(x)

polinomunun az + b ile bsliinmesinden elde edilen béliim Q(x) ve kalan K
olsun. ax + b = a(z + %), a.Q(x) = Q1(x) esitliklerini kullanirsak,

P(z) = (ax+0).Q(x)+ K
= a(:c+g)Q(x)—|—K

S

= (4 -)[a.Q(z)]+ K

o Q

= (z+ g)Ql(x) + K

yazabiliriz. Oyleyse, Kalan Teoremi geregince, P(z) polinomunda z yerine
—g konulursa kalan bulunur. Bu ise,

()r
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demektir. O halde, Kalan Teoremi’'ni agsagidaki bicimde de sdyleyebiliriz:

Ozelik 12. Bir P(z) polinomunun ax + b ile bolinmesinden elde edilen
kalan, P (—g) dir.

Ornekler:

1. P(x) = —92% — 622 — z + 2 polinomunun 3z + 2 ile béliinmesinden
elde edilen kalani bulunuz.

(Cozim: Kalan Teoremi geregince,

2
Br+2=0=12=—g

K=-p(-3) = K-8 -6-2p- -2+
= K=(-9)(5)~6(;) ~ (~2) +2
8§ 8 2
= K:§—§+§+2
8
3
olur.

2. P(x) = 2523 + 5cz? — 2 — 1 polinomunun 5z — 2 ile béliinebilmesi icin
¢ ne olmalidir?
Céztim:
2
x—2=0=z= 5

olur. O halde, P(x) polinomunda x yerine % koyarak,

K=P()=0
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esitligini saglayan c sayisini bulmaliyiz.

2. 2., 2, 2 .
P(2)=0 = 25.(5)%+5¢(z)" — = —1=0

8 4 2
25 (—=)+b5c(=)—-—1=0
> %) +5eloy) — 2

125
8 4c 2
= (= H-Z-1=0
(Q (Q 5
S Lyl
5 5
N 1
c=——
4

bulunur.

2.5 Uygulamalar

1. P(x) = az® — 2% — 3z + 2 polinomunun 3z — 2 ile béliinebilmesi igin
a ne olmahdir?

2. 2x+1 polinomunun P(z) = 223+ 22 +cx — 3 polinomunu tam bolmesi
icin ¢ ne olmahdir?

3. P(x) = 223 + 522 4 3z — 3 polinomu 2z — 1 ile béliiniiyor. Béliimii ve
kalan: bulunuz.

4. 2234522 + ax — 3 polinomunun 2z — 1 polinomuna tam béliinebilmesi
icin a ne olmalidir?

2.6 Horner Yontemi ile Bolme

Bir polinomun (z — a) ya da (ax + b) bigimindeki birinci dereceden bir
polinoma bdliinmesi igleminin kolay yapilmasini saglayan bir yéntemdir.

Bu yontemi agagidaki 6rnekler ile agiklayacagiz.
Ornekler:

1. P(x) = 62°+2*+322 — 2 —12 polinomunun (z —2) ile béliinmesinden
elde edilecek boliimii ve kalani bulunuz.

Coziim: Agagidaki adimlar, sirasiyla izleyecegiz:
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Béliinen polinomun katsayilar: z in azalan kuvvetlerine gore si-
ralanir. Polinomda varolmayan dereceler icin, katsayilar O olarak
yazilir:

6, 1, 0, 3, -1, —12

Katsayilar, agsagidaki gibi bir tabloya yerlegtirilir.
6 1 0 3 -1 -12

Tablodaki diisey ¢izginin soluna, bélenin kokii (boleni sifir yapan
say1) yazilir. Ornegimizde, bu kék, z — 2 =0 = x = 2 dir..
216 1 0 3 -1 -12

Béliinen polinomun bag katsayis1 olan 6, tabloda goriildiigii gibi
¢izginin altina indirilir.

216 1 0 3 -1 -12

6
2 ile 6 garpilir, cikan 12 sayisi, 1 in altina yazilir.

) 12 ile 1 ile toplanir, ¢itkan 13 sayisi 12 nin altina yazilir.

216 1 0 3 -1 -12
12
|6 13
2 ile 13 carpilir, ¢ikan 26 sayisi 0 katsayisinin altina yazilir. 0 ile
26 toplanir; cikan 26 sayisi 26 nin altina yazilir.

Isleme boyle devam edilirse, asagidaki tablo elde edilir.
26 1 0 3 -1 -12
12 26 52 110 218
|6 13 26 55 109 206
Sonucta elde edilen tablonun alt satirindaki ilk beg sayi, sirasiyla,
béliimiin katsayilaridir. En sagdaki 206 sayist ise kalandir. Buna
gore,
Béliim :  B(z) = 62t + 132° + 262% + 552 + 109
Kalan : K =206
olur. O halde,

62° +xt+32% —2—12 = (2 —2)(132* + 132> + 2622 + 552 +109) + 206

yazilabilir.
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2. P(z) = 32823 +3x2+2x+5 polinomunun (3z+1) ile bsliinmesinden
elde edilen boliim ve kalani bulunuz.

Polinomun katsayilar1 3, —8,3,2, 5 dir. Ote yandan, bolenin kokii,

3z +1=3( +1) 0= !
X = Jolx —) = r=—=
3 3

diir. simdi, boliim ve kalanin katsayilarint bulmak icin, Horner yonte-
mini uygulayalim:
-3]/3 -8 3 2 5
-1 3 -2 0
13 =9 6 0] 5

Buradan, bdlme algoritmas: uyarinca,

p(z) = (x+%)(3a:3—93:2+63:)+5

1
= 3(z+ g)(:):?’ — 322 +22)+5

= Br+1)(2>-322+22)+5

yvazabiliriz. Demek ki, alt satirdaki ilk dort sayiy1, bélenin bag katsayisi
olan 3 ile bolersek, boliimiin katsayilar: olarak, 1, —3,2,0 sayilarim
buluruz. Kalan ise, satirin sonundaki 5 sayisidir. Oyleyse, boliim

B(z) = 2% — 32 + 2z
dir. Dolayisiyla,
3zt — 823 + 322 + 20+ 5= 3z +1)(2 — 32 +22) +5

egitligi saglanir.

2.7 Bir Polinomun (z—a)(z —b) ile Béliinmesinden
Elde Edilen Kalan

Problemi 6rnekler iizerinde diigiinelim.

1. P(x) = 2* — 2® + c2? + dx — 6 polinomunun (z — 1)(z + 3) carpimi
ile tam boliinebilmesi icin ¢ ve d ne olmalidir?



50

BOLUM 2. POLINOMLARDA BOLME

Céziim: P(z) polinomunun (x — 1)(z + 3) ile tam bdéliinebilmesi igin,
once P(z) polinomu x — 1 ile tam boéliinmelidir. Sonra, bu bolme igle-
minden elde edilen Q(z) béliim polinomu da x4 3 ile bsliinebilmelidir.

P(z) polinomunu z — 1 ile bélmek i¢in, Horner yontemini kullanalim.

111 -1 ¢ d —6
1 0 c c+d

‘1 0 ¢ c+d| c+d—6

oldugundan, béliim:  Q(x) = 23+ cz + (c+d) dir. Tam béliinebilme
kosgulu, kalanin 0 olmasin gerektirir. O halde

c+d—6=0

olmahdir. gsimdi de, elde ettigimiz Q(z) boliimiinii x + 3 ile bolelim.

-3/1 0 c c+d
-3 9 —3c— 27
|1 =3 ¢c+9[] —2c+d-27
Son satirdaki ilk {i¢ say1, B(x) boliimiiniin katsayilaridir. Sonuncusu

kalandir. @Q(z) polinomunun (z + 3) ile tam boliinebilmesi i¢in, kalan
sifir olmalidir. O halde,

—2c+d—-27=0

olacaktir. Bunu ve yukaridaki kogulu bir arada cozersek,

cikar. Oyleyse,
Q(z) = x® — Tz + 6, B(z)=2*-32+2,K(z) =0
dir. Buradan,
4

et — P e’ +de—6=(x—1)(z+3)(2? - 32+ 2)

esitligi yazilabilir.

. P(z) = 22* — 72 + c2® + dz — 4 polinomunun 22 — 5z + 4 ile tam

béliinebilmesi icin ¢ ve d ne olmalidir?

Bélen polinomu, Q(z) = 22 — 5z +4 = (z — 1)(x — 4) biciminde
carpanlarina ayiralim. Artik, yukaridaki yontemi uygulayabiliriz. P(z)
polinomunu x — 1 ile bolmek icin, Horner yontemini kullanalim.
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12 -7 ¢ d —4
2 -5 c—5 c+d—5
|2 =5 ¢—5 c+d=5] c+d—9

oldugundan, bsliim:  S(x) = 223 — 522 + (¢ — 5)z + (c + d — 5) dir.
Tam boliinebilme kogulu, kalanin 0 olmasini gerektirir. O halde

c+d—9=0

olmalidir. simdi de, elde ettigimiz S(z) boliimini = — 4 ile bolelim.
412 -5 ¢—5 c+d-5
8 12 4c + 28
12 3 c+7| bSct+d+23

Son satirdaki ilk ti¢ say1, B(z) bdliimiiniin katsayilaridir. Sonuncusu
kalandir. S(z) polinomunun (x — 4) ile tam béliinebilmesi i¢in, kalan
sifir olmalidir. O halde,

S5c+d+23=0

olacaktir. Bunu ve yukaridaki kogulu bir arada cozersek,

cikar. Oyleyse,

S(x) =223 — 72* —8x + 17, B(x) =22* + 3z — 1, K(2) =0
dir. Buradan,

20t — 72 — 8 + 1T+ —4 = (x — 1)(x —4) (222 + 32 — 1)
egitligi yazilabilir.

3. Bir P(z) polinomunun (2z — 1) ile boliinmesinden elde edilen kalan 2
ve (z — 2) ile boliinmesinden elde edilen kalan 5 ise, (z — 2)(2z — 1)
carpimi ile boliinmesinden elde edilen kalan nedir?

Cozim: P(z) in (x — 2)(2x — 1) ile boliiniince, kalan engok birinci
dereceden bir polinomdur. Buna K(z) = cx + d diyelim. Boliim Q(x)
olmak {iizere,

Plx)=(z—2)2z - 1)Q(z) +cx +d
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esitligini yazabiliriz. Buradan,

1 1
Pl=]=2 — =2
(2> :>+c<2>+d

PR2)=5=2+d=5

yazabiliriz. Bu esitliklerden, ¢ = 2, d = 1 c¢ikar. Oyleyse, aradigimiz
kalan 2x + 1 dir.

. P(z) = ax® — bx? — 92 + 18 polinomunun (z — 2)(z + 3) ile tam

boliinmesi i¢in, a ve b ne olmalidir?

Céziim: P(z) polinomu hem x — 2 hem de x — 3 ile tam boliiniirse,
carpunlar ile de tamn boliiniir. O halde,

r—2=0=z=2

icin,
P2)=K=0=8a—4b—18418=0
=2a—b=0
=2a=0
ve
r—3=0=>z=3
icin,

PB)=K=0=27a—9—27+18 =0
= 27a—9—9=0

olur. Bu son egitlikte, éncekinden elde edilen b = 2a bagintisi kullani-
lirsa,

27a—-9(2a) —9=0=9a=9=a=1

b=2a=b=21=0bb=2

bulunur.
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5.

2.8

P(t) = t5 — 6t3 — 3t + 2 polinomu Q(t) = (t — 2)(t + 2) ile béliiniiyor.
Boélme iglemini yapmadan, elde edilen kalani bulunuz.

Coziim: Q(t) = (t — 2)(t + 2) = t?> — 4 oldugundan, bélenin derecesi
2 dir. Dolayisiyla, va kalanin derecesi 1 dir ya da kalan bir sabittir.
K(t) = at + b diyelim.

P(2) = =20 = 2a+b = -—-20

P(1) = 24 = —2a+b = -—-24
olur. Sagdaki iki esitlikten a = —11, b = 2 bulunur. O halde, kalan,
K(t) = —11t 4 2 dir.

Aymi sonucu, verilen polinomda, 2 yerine 4 koyarak da elde edebiliriz.
Gergekten,

Pt)=t"—6t>—3t+2= (t})%t — 6t>.t — 3t +2

esitliginin sag yani, t> = 4 konumuyla, K (t) = —11¢ +2 kalanim verir.

. Q(z) = 22—2x—3 polinomunun P(z) = 2*+pr>+qz?+3x polinomunu

tam bolmesi icin p ve ¢ ne olmalidir?

Cozim: Q(z) = 22 —2x —3 = (z — 3)(z + 1) oldugundan, P(z)
polinomu hem z — 3 ile hem de 2 — 1 ile tam béliinmelidir. Oyleyse,
Kalan Teoremi geregince,

P3)=0 = 3'+3p+3%¢+33=0

= 814+27p+9¢+9=0
2Tp+9¢+9 =20
(“1)' 4 (<1 + (~1)% +3(~1) =0
I1—-p+q—-3=0
-p+q—2=0

P(1) =0

R

cikar. Buradan, p = -3, ¢ = —1 bulunur.

Uygulamalar

(x —1)(z +2) carpmminin P(z) = 2* + 23 + c2? + dx — 2 polinomunu
tam bolmesi i¢in ¢ ve d ne olmalidir?

. Bir P(z) polinomunun (z + 1) ile bolinmesinden elde edilen kalan 6;

(x — 2) ile boliinmesinden elde edilen kalan -3 ise, P(z) polinomunun
(2z — 1)(2z 4+ 1) garpunna boliinmesinden elde edilen kalan nedir?
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3. Bir P(x) polinomunun (2z — 1) ile boliinmesinden elde edilen kalan 1;
(2x + 1) ile boliinmesinden elde edilen kalan -1 ise, (22 — 1)(2z + 1)
carpimina boliinmesinden elde edilen kalan nedir?

4. Bir P(z) = (2® — cx® + dz + 5)* polinomunun katsayilari toplami 3
diir. Polinom (2x — 2) ile boliindiigiinde kalan ne olur?

5. p(x) = 2% — az? — 22 + 4 polinomu z + 1 ve x — 2 ile bsliindiigiinde

kalanlar, sirasiyla, K7 ve Ko dir. Ko = 2K olmasi i¢in a kag olmalidir?

Bir Polinomun (z2+a), (% +a) ve (z!+a) Ile Boliinmesinden
Elde Edilen Kalanlar

Bu problemlerde degigken degistirmek kolaylik saglar. Bunu 6érnekler
iizerinde gorelim.

Ornekler:

1. P(x) = 2*" — 228 + 4 polinomu 23 + 1 polinomuna béliiniirse kalan
ne olur?

Céziim: Bu tiir problemlerde degisken degistirmek uygun olur. 23 = ¢
dersek, verilen polinomu

P(x) = (2%) =220 +4 =1 — 2t° + 4 = Q(1)
biciminde yazabiliriz. Ayrica 23 + 1 =t + 1 olduguna gore,
Q-1)=K= (-1 —-2(-1)5+4=1
olur.

2. P(x) = 42% — 225 — 222 + 3 polinomunun (22 — 2) ile béliinmesinden
elde edilen kalani bulunuz.

2-2=0=2>=2

olur.

2 nin kuvvetlerine gore diizenleyelim.

P(z) polinomunu z
P(z) = 4(2®)* — 2(2?)® —22° 4+ 3

tiir.
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P(z) polinomunun (22 — 2) ile bsliinmesinden elde edilen kalani bul-
mak icin P(x) polinomunda z? yerine 2 yazihr.

K = 42" =222 -2(2)+3
= 416—-28—-4+3
= 47
bulunur.
3. P(x) = 27 4 22° — 2* + 1 polinomunun (23 + 2) ile boliinmesinden
elde edilen kalani bulalim.
P 42=0=2%=-2
olur. Polinom,
P(z) = (£3)2?x +2(%).2® — 2324+ 1

biciminde diizenlenip, kalam bulmak icin, #3 yerine -2 yazmak yete-

cektir.
K(z) (—2)%z 4+ 2.(-2)2% — (-2)z + 1

—422 4+ 62+ 1

4. Bir P(z) polinomunun (z — a)(z — b) ¢arpimina boliinmesinde, bélme
iglemini yapmadan boliimii ve kalant bulunuz.

Céziim: P(x) polinomunun x —a ile béliinmesinden elde edilen boliim
Q(x), kalan K olsun. Bélme Algoritmasi geregince,

P(z) = (r - a)Q(z) + K1 (%)

dir. Ayni diisiiniigle, Q(x) polinomunun (z—b) ye béliinmesinden ¢ikan
boliim B(x), kalan K> ise, Boliim esitligi,

Q(z) = (z = b)B(x) + K
olur. Bu deger, (*) esitliginde yerine yazalirsa,

P(z) = (z—a)[(z—0b)B(x)+ K3+ K
= (x—a)(x—b)B(x)+ (z —a)Ks + K,

olur. Bu son egitlik gu anlama gelir: P(z) polinomunun (z —a)(x —b)
carpimu ile boliinmesinden elde edilecek boliim B(x), kalan ise,

K(z)=(x—a)Ks+ K
dir.
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Alistirmalar

. =323+ 224 22 — 2+ 2 polinomunu —3z + 2% 4 2 polinomuna béliiniiz.

. 32 +192% — 2523 + 5022 — 282 + 16 polinomunu z3 + 722 — 5z + 4

polinomuna bdliiniiz.

3

. 23 — 2% + 52 + 4 polinomunu 22 — 2z — 1 polinomuna béliiniiz.

224 + 1222 4 6122 + 52 — 4 polinomunu 222 — 72 + 5 polinomuna

boliuniiz.

1623 + 422 — 6 polinomunu 422 — 22 + 1 polinomuna béliiniiz.

. P(z) = 7% —42*—1323+22—1 polinomunun (z—2) ile béliinmesinden

elde edilen boliim ve kalani bulunuz.

. P(z) = 2% + z + ¢ polinomunun z + 2 ile tam béliinebilmesi i¢in ¢ ne

olmalidir?

. P(z) = 22* — 323 4 222 — 15 polinomunun (z + 2)(z — 3) carpimi ile

béliinmesinden elde edilen kalani, bélme iglemi yapmadan bulunuz.

. 324 4523 + 222 — 32+ 2 polinomu 3 + 22 — 1 ile boliindiigiinde, kalan

4 ise, bolim nedir?

P(z) = 2*+322+mz+n polinomunun x?+5z+1 ile tam boliinebilmesi
icin m ve m nin alacag degerleri bulunuz.

27 + 1 polinomunu = — 1 polinomuna béliiniiz.

P(z) = 2% + 22* — 222 — 3 polinomunun (22 + 3) ile boliinmesinden
elde edilen kalani bulunuz.

3

22 + 1 polinomunun, az® — 22 + x + 1 polinomunu tam bélmesi icin

a ne olmalidir?

P(z) = az® — 2% — 5 + 2 polinomunun (3z — 2) ile béliinebilmesi icin
a ne olmahdir?

P(z) = (z +4)3 — (z + 3)"™! — 3 polinomu z + 4 ile béliiniince kalan
2 ise n ne olmalhidir?

Bir P(z) polinomu z + 1 ile boliiniince kalan —8 dir. Bir Q(z + 1)
polinomu z+2 ile bsliindiigiinde kalan 3 diir. P(z)+x*.Q(z) polinomu
x + 1 ile boliiniince kalan ne olur?



2.9. ALISTIRMALAR 57

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

P(z) = 23 — cx® — 22 + 4 polinomu z + 1 ile béliiniirse kalan K1, x — 2
ile boliiniirse kalan Ko dir. 2k; = Ko olmasi i¢im ¢ ne olmalidir?

(x —1)P(z+1) = 2%+ 2 — 2 ise, P(x) nedir?

23 +1 polinomunun P(z) = 2%+ c23+5 polinomunu tam bélebilmesi
icin, ¢ ne olmalidir?

p(z) = 2% + 52? + 52 + 27 polinomu ¢(z) ile béliindiigiinde boliim
x + 5 ise, kalan nedir?

P(z) polinomunun, Q(r) = 22 — 2z + 3 polinomuna bdliinmesinden
elde edilen béliim B(z) = 4% + 42 — 1 ve kalan K(x) = 5z — 1 ise,
P(x) polinomunu nedir?

P(z) = 52* + 423 — 62 + 4 polinomunun (x — 2) ile béliinmesinden
elde edilecek kalani, bélme iglemini yapmadan bulunuz.

P(x) = 223 — ma? + 3z — 1 polinomunun (x — 3) ile béliinebilmesi
i¢in m ne olmadir?

P(z) = 2* + az? + (3a + 1)z + 2a — 5 polinomunun (z — 2) ile béliin-
mesinden kalan, (x — 1) ile boliinmesinden kalana esit ise, m nedir?

P(z) = —23 + 322 + ma + n polinomunun z + 3 e boliinmesinden
kalan 49 ve x — 5 e boliinmesinden kalan -39 ise, m ve n nin degerini
bulunuz.

Bir P(x) polinomunun (z + 1) ile béliinmesinden elde edilen kalan
23, (z — 4) ile boliinmesinden elde edilen kalan 3 ise, (z + 1)(x — 4)
carpimina boliinmesinden elde edilecek kalani bulunuz.

Bir P(z) polinomunun (3z — 4) ile boliinmesinden elde edilen kalan
2, (z — 1) ile boliinmesinden elde edilen kalan 1 ise, (3z — 4)(x — 1)
carpiumnina bolinmesinden elde edilecek kalani bulunuz.

Bir P(z) polinomunun (2z —1)(3x+2) ¢arpimina boliinmesinden elde
edilen kalan (7z — 11) dir. Bu polinomun (3x + 2) ile béliinmesinden
elde edilen kalan1 bulunuz.

P(z) = 2° — 623 — 32 + 2 polinomunun (z — 2)(z + 2) carpimina
boéliinmesinden elde edilecek kalani, bélme iglemi yapmadan bulunuz.
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P(z) = 32 +52% + 2az + 1 polinomunun x — 1 ile tam béliinebilmesi
icin a ne olmalidir?

P2z 4+ 4) = ma® — 622 + 8 ise, P(z) polinomunun = — 2 ye tam
boliinebilmesi i¢in m ne olmalidir?

P(z) = 2* —22% +ax—1 polinomunun z—2 ve z+1 ile boliinmesinden
elde edilen kalanlar ayni ise, a nedir?

2?4 — 3216 4+ 28 — 2 polinomunu 2 — /2 polinomuna béliiniiz.

23 4+ (mm + 1)2? + (n + 2)z — 64 ifadesinin bir tam kiip olmasi icin,
m ile n arasinda nasil bir bagint1 olmalidir? (a — 2 + ¢)' aciliminda
katsayilar toplami ne olur?

2

P(z) = 23 — 422 + mx +n polinomunun (22 — z) ile boliimiinden elde

edilen kalan 3z + 2 ise, m.n kagtir?

22737 4+ 23 — 1 polinomu, = nin hangi degerleri icin, = + 1 ile tam
boliinebilir?

P(z) = 2% + 210 — 327 — 82% + 2% — 22 + 9 polinomunu z* — 2 ile
boliiniiz.

Bir P(x) polinomunun Q(x) ile boliimii 22 — 1 ise, Q(x) in derecesi
en az kac olmalidir?

P(x) = 2 +2 — 204 *1 4 322 — 27 + 1 polinomunun x2 + 1 ile bo-
liimiinden kalan nedir? P(z) polinomunun x — 1 ile béliinmesinden
kalan 3; z + 3 ile boliinmesinden kalan —17 dir. (z — 1)((z + 3) ile
béliinmesinden kalan ne olur?

P(z + 3) = 22% — 2% + 22 — 1 veriliyor. P(x + 2) polinomu = — 2 ile
boliiniirse, kalan nedir?



Bolim

Polinomlaarin Carpanlara
Ayrilmasi

3.1 Karmagiklar: Basite Indirgemek!

Polinomlarin c¢arpanlara ayrilmasi, tamsayilarin carpanlara ayrilmasina
benzer. Ornegin,

192 = 3.64, 192 =3.4.16, 192 =2.3.32

ifadeleri, 192 nin farkh ¢arpanlara ayrilisidirlar. Bu farklhiliklarn ortadan kal-
dirmak icin, tamsayilar: asal carpanlarina ayiririz. 192 tamsayisini asal ¢ar-
panlarina ayirirsak,

192 =2.2.2.2.223=253

olur. Asal carpanlara ayrilig tektir ve her tamsayiya uygulanabilir.
Benzer uygulamay1 polinomlar i¢in yapacagiz.

Tanim:  Bir polinomun carpanlara ayrimas:, birden fazla polinomun
carpima olarak ifade edilmesidir.

Bir P(z) polinomu bir @Q(z) polinomuna boéliindiigiinde, boliim B(x)
ve kalan K (z) ise,

P(z) = Q(x).B(x) + K(x)

esitliginin varhgm biliyoruz. Bu egitlikte, kalan sifir ise, P(x) polinomu
Q(x) polinomuna tam olarak boliiniir ve yukaridaki bolme esitligi,

P(z) = Q(x).B(x)
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bi¢imini alir. Sag taraf, P(x) in ¢arpanlara ayrilmisidir. Bu esitlikteki Q(z)
ile B(z) polinomlarina P(z) polinomunun ¢arpanlari, P(x) polinomuna da
carpanlara ayrilan polinom denilir.

Ornekler

a2 —-10z+21=(x—3)(z—7)

2) 23:3+53: +3:r—3—( z —1)(2? 4+ 3z + 3)

) 205 — 2t — 623 + 222 + 3x = (22 + 3) (23 — 222 + 1)
)

)

w

43@—53@—1—6—(30—2)( -3)
5) 22 — 25+ 3(x +5) = (v — 2)(z + 5)

Bir polinomun yukaridaki gibi ¢arpanlara ayrilmasi tek bir bigimde
olmayabilir. Oyleyse, tamsayilarda oldugu gibi, carpanlara ayirmanin tek
bir bicimde olacag1 bir kavrami geligtirmeliyiz. Bunu yapabilmek icin, tam-
sayilar kiimesinde asal sayilarin oynadigi role benzer bir rolii, polinomlar
kiimesinde oynayacak 6geler tanimlamaliyiz. Asal say1, 1 den farkli tamsay1
carpani olmayan sayidir. Bunun benzerini polinomlar i¢in tanimlamak zor
olmayacaktir.

Indirgenemeyen Polinom

Sabit olmayan polinomlarin ¢arpimi olarak yazilamayan bir polinoma
indirgenemeyen polinom denilir.

Ornekler Asagidaki polinomlar, sabit olmayan polinomlarm carpimi ola-
rak yazlamazlar; dolayisiyla, indirgenemeyen birer polinomdur.
1) 22 —7
2) 5z + 10
3) 22 +1
4) 2% + 2 + 64
5) 222 — 3z + 23

Asal Polinom Bas katsayist 1 olan indirgenemeyen polinom.

Ornekler

2?43, 22—z+4+2, 22-—z+4+41, z*+5
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3.2 ebob, ekok

Polinomlar icin ebob ve ekok kavramlar: tamsayilardakine ¢ok benzer.

Tam katsayili iki ya da daha c¢ok polinomu tam boélen bir polinom,
s6z konusu polinomlar i¢in bir ortak bolendir (¢arpandir). Ortak bolenler
arasinda, derecesi ve bagkatsayist en biiyilik olan polinom, s6zkonusu poli-
nomlar igin, en biyik ortak bolen (ebob)dir. p(z) ve ¢(z) polinomlarimin
en biiyiik ortak béleni ebob(p(z), q(z)) simgesiyle gosterilir.

Tam katsayili iki ya da daha ¢ok polinoma tam boéliinen bir polinom,
80z konusu polinomlar i¢in bir ortak kat’dir. Ortak katlar arasinda, dere-
cesi ve bagkatsayist en kiiciik olan polinom, sézkonusu polinomlar icin, en
kiigiik ortak kat (ekok) dir. p(z) ve g(x) polinomlarimin en kiigiik ortak kat:
ekok(p(x), q(x)) simgesiyle gosterilir.

Bir polinomun terimleri i¢in ebob ve ekok tamimlari, polinomun te-
rimleri ayr1 ayr1 birer polinom imig gibi diisiiniilerek, yukaridaki tanimlardan
cikarilir.

Sabit polinomlar igin, bu kavramlar, tamsayilar igin verilen tanimla-
rina indirgenmis olur.

1 sayisindan bagka ortak bélenleri (garpanlari) olmayan cebirsel ifa-
delere, aralarinda asaldwr, denilir.

Tki ya da daha ¢ok polinomun ebod’i, indirgenemez ortak carpanlarin
en kicuk tslilerinin carpimina egittir.

Iki ya da daha cok polinomun ekok’1, indirgenemez ortak carpanlarin
en biiyiik {isliileri ile ortak olmayanlarin hepsinin carpimina esittir.

Aralarinda asal iki polinomun ekok, bu polinomlarin ¢arpimidir.
Ornekler

1. p(z) = 32% + 62% + 3z ve q(x) = 52? — 5 polinomlarinin ebob’i ile
ekok’n1 bulunuz.

Bu polinomlart asal carpanlarma ayiralim: p(x) = 3z(z + 1)? ve
q(z) = 5(x + 1)(z — 1) oldugundan,

ebob(p(x), q(x)) = (z + 1)
ekok(p(z),q(z)) = 3.52((z — 1)(x + 1)?

2. p(z) = 923 — 322 — 82 + 4 ve q(z) = 42" — 1222 — 8z polinomlarmin
ebob’i ile ekok’n1 bulunuz.
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Bu polinomlar: indirgenemez carpanlarina ayiralim:
p(z) = (z +1)(3z — 2)? ve q(x) = 22x(x + 1)?(x — 2) oldugundan,

ebob(p(x), q(z)) = (z + 1)

chok(p(x), a(x)) = 22w(x — 2)(z + 1)*(3z — 2)?

3. p(x) = 1822 — 3z ve q(x) = 25z — 5 polinomlarinin ebob’i ile ekok'n

bulunuz.
Bu polinomlar1 indirgenemez carpanlarina ayiralim:
p(z) = 3z(6z — 1) ve q(z) = 5(5z — 1) oldugundan,

ebob(p(x), q(z)) =1

ekok(p(z),q(z)) = 3.5(5bx — 1)(6z — 1)

olur.

Gruplama (Paranteze Alma)

Birden cok terimi olan bir cebirsel ifadede, bazi terimleri bir biitiin
olarak iglemlere sokmak istedigimizde, o terimleri bir araya getirip ortak
parantez igine yazariz. Ortak parantez olarak , (),[],{} ¢iftlerinden herhangi
birisini kullanabiliriz.

Terimleri gruplandirarak paranteze alirken, su kurallar uygulanir:

1. Parantezin 6niine + ya da - simgeleri konulabilir.

2. Parantezin Oniinde + simgesi varsa, paranteze giren terimler, kendi
isaretleriyle alinir; yani + lar + igaretiyle, - ler - isaretiyle yazilirlar.

3. Parantezin oniinde - simgesi varsa, paranteze giren terimler, kendi
isaretlerinin tersiyle alinir; yani + lar - isaretiyle, - ler 4 igaretiyle
yvazilirlar. Bagka bir deyisle, parantezin Oniine - simgesini koymak,
parantez icindeki terimleri -1 ile carpmak demektir.

Ornegin, 7a?b*x?y — 3a®b322y° — 6bba*y? + S8a?xy® — 3wy ifadesinde
birinci ve doérdiincii terimleri bir arada gruplamak istersek,

—3a°b32%y5 — 6bbaty? — 3zy + (Ta3biz?y + 8aztyd)
bi¢iminde yazabiliriz. Burada, parantezin 6niine - koyacak olursak, ifademiz,

—3a°b32%y° — 6bbxty? — 3zy — (—Ta®brzy — 8a’xtyd)
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bicimini alir.

Gruplamada, gerekirse, ic-ice parantezler kullanilabilir. I¢-ice paran-
tez kullanilirken de, yukarida sylenen igaret kuralina uyulur. Igteki her
parantez, bir terim imig gibi iglem goriir.

Grubun Bozulmas: (Parantez A¢gma)

Parantezlerin kaldirilarak, grubun bozulmasi iglemi, gruplamanin ter-
sidir:

1. I¢ice parantezler varsa, once en icteki acilir; sonra, sirasiyla diga dogru
gidilir.

2. Parantezin Oniinde + simgesi varsa, terimler, parantezden kendi iga-
retleriyle cikarilir.

3. Parantezin oniinde - simgesi varsa, terimler, parantezden ¢ikarilirken
isaretleri degigtirilir.

4. Parantezin 6ntinde 1 den farkli bir carpan varsa, carpma igleminin,
toplama iglemi iizerine dagilmas: kurali uygulanir.

3.3 Cebirsel ifadeleri Carpanlara

Cebirsel ifadeleri ¢arpanlara ayiran genel bir yontem yoktur. Dolayisiyla,
simdiye kadar 6grendigimiz gruplama, dagilma, {is alma iglemleri yaninda
ozdeglikleri de kullanarak, verilen ifadeyi carpanlarina ayirmaya caligiriz.
Gene de, teorik olarak carpanlar1 oldugu bilinse bile, pratikte cebirsel ifa-
delerin biiyiik cogunlugunu carpanlarina ayiramayiz.

Bu derste, polinomlar1 (daha genel olarak, cebirsel ifadeleri) ¢arpan-
larina ayirmak icin, agagida verilen basit yontemleri ele alacagiz.

3.3.1 Ortak Carpan Parantezine Alma

Polinomun terimlerinin ebob’i varsa, terimler ebob parantezine alinir.
Ornekler:

1. 162%y32* — 2423y%23 — 8zyz polinomunu carpanlarma ayiriniz.
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(6ziim: 8xyz terimi, polinomun her terimini béler; yani bir ortak bo-
lendir. Ayrica, derecesi bundan biiyiik olan bagka ortak bélen yoktur.
O halde, 82z, polinomun terimlerinin ebob dir. Oyleyse,

16223 2% — 2423y 23 — 8xyz
162232 2423y%2%  Szyz
8xyz 8xyz 8xyz

= 8zyz(

= Sayz(2zy?2® — 32%y22 — 1)
olur.

2. 2z +y)(x—3)+ (3 —z)(x —y) ifadesini ¢arpanlarina ayiriniz.

Céztim:
2z +y)(z—3)+ (B —z)(z—y)
= (2z+y)(z—-3)—(z-3)(z—y)
= (x—3)(x+2y)
olur.

3. (az + by)® + (ax + by)? ifadesini carpanlarina ayiriniz.

3 4 (az + by)?

(ax + by)? + (az + by)*
? [(az + by) + 1]

2(ax +by +1)

azr + by

(

= (axz+by
(ax + by
(

—_ — — —

azx + by

3.4 Uygulamalar

1. Agagidaki ifadeleri ¢carpanlarina ayiriniz.

) 3.23 +12.23 —9.23

) @ + 1o — Tab 4 3a°

(c) 3aP~9 + aP~9 + %apfq — QP9 — %apfq
) gax*y—2a"3*y—|—15ax*y—1—gl—14a”79+35ax7y—|—65ax*y—34ax*y
)

2a%y3 — 4a3y® — 3a%y* + a’y?
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2. Agagidaki ifadeleri garpanlarina ayiriniz.

(a) 2abY —12a”bY 4 2a®bY — a™b¥ + 13a™bY

(b) 12(a+b)* — 2(a+b)* —53(a+b)*—5-3(a+b)®

(c) (a=b)bxr+y—1)+(a—b)Bx+Ty+6)—(b—a)(xr —y+2)
(d) (a+b+1)2—(a—b+1)?+(a+b—-1)2—(a—b—1)2

(e) 4(a+b)z?y> + 8(a + b)zdy? — 12(a + b)z?y?

Cebirsel ifadeleri Gruplayarak Carpanlara Ayirma

Verilen cebirsel ifadenin biitiin terimlerinin ortak bir bdleni yoksa,
hepsini bir ortak carpan parantezine alma olanagi olamaz. Boyle oldugunda,
biitiin terimler yerine, bazi terimlerinin ortak ¢arpanlari olup olmadigina ba-
kilir. Varsa, séz konusu terimlerden bir grup yapilir. Uygun gruplamalarin
olasi oldugu cebirsel ifadelerde, dagilma ve yer degigtirme kurallarindan ya-
rarlanip, ifadeyi ¢arpanlara ayirabiliriz. Bunu ornekler iizerinde inceleyelim.

Ornekler:

1. xy + 2z + 3y + 6 polinomunu carpanlara ayiriniz.
Coziim: Asagida her adimda yapilan iglemleri agiklayiniz.
ry+2x+3y+6 = (zy+2x)+ (3y+6)
= z(y+2)+3y+2)

= (z+3)(y+2)

Ayni sonuca bagka bir gruplama ile de ulagabiliriz:

ry+2x+3y+6 = (zy+3y)+ (22 +6)
= ylz+3)+2(z+3)
= (z+3)(y+2)
2. ax? — axy — ax + bx — by — b polinomunu carpanlara ayirmiz.
Coziim:
ax® —azry —ar+br—by—b = (az’® — axy —azx) + (bx — by — b)

= ar(r—y—1)+blx—y—1)
= (ax+b)((r—y—1)
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3. 4t(s® + 1) + s(16 + t2) polinomunu carpanlara ayiriniz.

(Coziim: Verilen polinomun terimleri arasinda ortak bdéleni olanlar
yoktur. Ortak bélen bulabilmek umuduyla, énce, parantezleri acalim.
Sonra gruplama yapmay1 deneyelim:

4t(s® +1) + 5(16 +1%) = 4ts® + 4t + 165 + st*
= (4ts® +4t) + (165 + st?)
= 4ds(st+4)+t(st+4)
= (4s+t)((st+4)

4. 64a3b3xy’z — 16a°b3xy% 2 + 32a%b3xy? 2 — 16a3b3xy? 2 ifadesini grupla-
yarak carpanlara ayiriniz.

Céztim:

64a’b3xy?z — 1603y’ 2 + 32a°b3xy’ 2 — 16a°b3zy%2
4a°0* — a'b? + 2ab” — a®b?]

4a*b* — a*b?) + b(2ab — a?b)]

= 16abxy*z[(2ab — a*b)(2ab + ab) + b(2ab — a’b)]

= 16abxy*z[4
[
[
= 16abzy’z[(2ab — a®b)(2ab + a®b + b)]
[
2

= 16abzy’z|(
(
(
= 16abzy*z[(2ab — a®b)(a + 1)%0]
= 16a?b3xy%2(2 — a)(1 + a)?

5. (a® —b?)(ab—b%) — (a — b)%(a® + ab) ifadesini gruplayarak carpanlara,
ay1riniz.

Coziim:

(a® = b?)(ab = ) — (a = b)*(a® + ab)
= b(a® —62>( —b) —a(a+b)(a—b)?
= (a—0) [b(a® = b?) — a(a® - V?)]
= (a=b)(@®-b")(b—a)
= —(a—b)(@®-b?)

—b)*(a+b)

= —(a
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3.5 Uygulamalar

Agagidaki ifadeleri ¢carpanlarina ayiriniz.

a) 9ab® — 3ab — 6a’b* b) 3azx + bay — 2az

c) a?b?c? — a®b?c? — abc® + a®bc? d) 1223 + 162* + 422

e) 2 — 222 — 5t — 323 f) a’bc — ab®c + abc?

g) ab — 3ay + 2bx — 6y h) 62ty — 1523y? — 9xy3
i) 223 — 1 — 2z + 22 j) 15p3¢% — 5p%¢® + 10pg*

3.6 Ozdeslikler

Ozdegliklerden Yararlanarak Carpanlara Ayirma

Bazan, verilen polinomun bitiin terimleri ya da bz terimleri, bir &z-
desligin terimleri olabilir. Bu durumlarda, ilgili 6zdeslik kullanilarak, poli-
nom carpanlara ayrilabilir.

Tam Kare Ozdegliginden Yararlanarak Carpanlara Ayirma

Verilen polinomun biitiin terimleri ya da gruplandirilacak baz terim-
leri,

(a4 b)? =a®+2ab+b?
(a —b)* = a® — 2ab + b*

Ozdegliklerinin sag yanina benzerse, onlari, sol yandaki tam kare carpan:
haline getirebiliriz. simdi, bunu érneklerle gosterelim.

Ornekler:

1. 422 — 42 + 1 polinomunu carpanlara ayiriniz.
Coziim:
4a? — 4z + 1= 2z — 1)?
oldugu hemen goriiliir.

2. abz* — 6a3z? + 9 polinomunu carpanlara ayiriniz.
Céziim:
aSzt — 632 + 9 = (a®2%)? — 2.(a32%).3 + 3% = (a®2® — 3)?

olur.
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3. 0,32+ 0, 16z + 222 polinomunu carpanlara ayliriiz.

Céztim:
0,324 0,16z + 222 = 2(0,16 4 0,8z + z?)
= 20,4+ 2)?
4. x?ky?k _122Fy* 4 36 polinomunu carpanlara ayiriniz.
Céztim:
a2y —122%0% + 36 = (2FyF)? — 225956 + 62 = (2FyF — 6)2

olur.

3.7 Uygulamalar

Agagidaki ifadeleri ¢arpanlarina ayiriniz.

1. 922 + 122 + 4

2. 27xty — T223y? + 48223

3. 950 — Say + gy

4. 16z*y? — 242%y + 9

5. a*" —8a®" + 16

6. a®b* —10a"b" + 25

7. 494%™ 4 14a™ + 1

8. abv* — 6a3p%2 4+ 9

9. 45a3b3 — 30a%b?(x — 3) + bab(x — 3)?
10. 0,09 + 0, 6a® 4 a*
11. 25a%b® — 30ab + 9

12. (a—b—1)2+2(a—b—1)(b+1)+(b+1)
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ki Kare Fark Ozdesliginden Yararlanarak Carpanlara Ayirma

Verilen polinomun biitiin terimleri ya da gruplandirilacak baz terim-
leri,

a®> —b* = (a—b)(a+D)

0zdegliginin sag yamina benzerse, onlari, sol yandaki iki kare fark: haline
getirebiliriz. gimdi, bunu orneklerle gosterelim.

Ornekler:

1. 2522 — 9 polinomunu ¢arpanlara ayirimniz.

Céziim:
2522 — 9 = (5z)% — 32 = (5z — 3)(5z + 3)
olur.

2. 22 —0,0196 polinomunu carpanlara ayirmiz.

Coziim:
2% —0,0196 = 22 — (0,14)? = (z — 0,14)(z + 0, 14)
olur.

3. Va8 — /95 polinomunu carpanlara ayiriniz.
Coziim:

= () ()
- [(7)- () [7)+ ()

4. %xz — %xQ polinomunu carpanlara ayiriniz.

4 5, 16 5, (2\® 5[4\,
s1¥ 257 <9>x 5) Y

(2 ) (2
— 9" 7 5Y) \9* T 5Y

Céziim:

olur.
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5. 22k — 4?¢ polinomunu carpanlara ayiriniz.

Coziim:
Py = () — () = (oF — ) )

olur.

6. —a%— 5 Lop 1

. —a” — — polinomunu c¢arpanlara ayiriniz.

81 25
Coziim:

4 1 1\? 2
a® — 16 = 4| -a) —4 2
81 25 9 5)

3.8 Uygulamalar

Agagidaki ifadeleri ¢arpanlarina ayiriniz.
a*— 16 2) a? — %xQ

2) 7a® — 175 4) % -4
5 (z —y)* — (z+y)* 6)a'— 2508
7) 2% — g2 8) a® — 0,0625

9) a® — b® 10) (22 —1)2 — 9(z — 1)?

3.9 Ozdeslikleri Kullanma

iki Kiip Toplam ya da Fark: Ozdesliklerinden Yararlanarak
Carpanlara Ayirma

Verilen polinomun biitiin terimleri ya da gruplandirilacak baz terim-
leri,

a® — b = (a —b)(a® + ab+ V?)

a® + b3 = (a +b)(a® — ab + b?)
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ozdegliklerinin sag yanina benzerse, onlari, sol yandaki iki kiip fark: ya da
toplami haline getirebiliriz. simdi, bunu 6rneklerle gdsterelim.

Ornekler:

1. 64 — 23 polinomunu carpanlara ayiriniz.

Coziim:
64 — a3 =43 — 2% = (4 — 1) (16 + 4z + 2?)
olur.

2. 2723 4 0,008 polinomunu carpanlara ayiriniz.

Coziim:
2723 40,008 = (3z)3 + (0,2)% = (32 + 0,2)(92% — 0,62 + 0,04)
olur.

3. 2% — 3" polinomunu carpanlara ayiriniz.

Céziim:
x3n o y3n — (xn)ii o (yn)3
= (@ —y") (@) +2"y" + ("))
— (xn o yn) (xZn + xnyn + y2n)
olur.

4. 2723 + 64y polinomunu carpanlarina ayiralim.

12523 + 8> = (5z)3 + (2y)®
(52 + 2y)[(52)* — (52).(2y) + (2y)°]
(5z + 2y) (2522 — 10zy + 4y°)

olur.
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3.10 Uygulamalar

Agagidaki ifadeleri ¢arpanlarina ayiriniz.
1) 27a° —64  2) 2® +1

3) 81a® — 125 4) 2% -1
5) a®" — 1 6) (a—b)3+b?
7)a®™ - 8)1-8(a+0b)°

9) ab + b8 10) 2% — ¢

ax? + br + ¢ Bicimindeki Polinomlarin Carpanlara Ayrilmasi

Bu tirdeki polinomlarin kokleri bilinince, carpanlara ayirmanmn ¢ok
kolay oldugunu ileride gorecegiz. Burada, pratik bir yontemi gosterecegiz.
Gene, ileride gorecegimiz bir kural ispatsiz olarak ifade etmek yararh ola-
caktir:

ax? 4 bx + ¢ polinomunun carpanlara ayrilabilmesi icin, b — 4ac > 0
olmahdir.

simdi pratik yontemimizi geligtirelim. Tki ayr1 durum vardar.

a = 1 Durumu: Once 22 + bz + ¢ bicimindeki Polinomlar1 ele alalim.
Ikinci dereceden olan bu polinom, sabit olmayan carpanlara ayrilabiliyorsa,
carpanlart birinci dereceden olmak zorundadir. Bag katsayisi da 1 olduguna
gore, carpanlar (varsa), (z + p), (x + ¢) bigimindedirler. O halde,

(z+p)x+q) =2°+(p+qz+pg=a°+br+c
olmalidir. Benzer terimlerin katsayilarini egitlersek,
b=p+g, c=pq (%)

cikar. Oyleyse, toplamlar1 b ye ve carpimlar c ye esit olacak sekilde p,q
sayilarmi bulursak, 2 + bz + ¢ polinomunun (x + p)(z + ¢) bicimindeki
carpanlarini bulmus oluruz. p, ¢ i¢in rasyonel ¢dziimler ¢ nin tam bdlenleri
olmahdir. Neden? gimdi, problemi &érnekler iizerinde inceleyelim.

Ornekler:
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1. 22 — x — 6 polinomunu carpanlara ayiriniz.

(0ziim: Toplamlar -1, carpimlar -6 olan p,q sayilarini, sinama-
yanilma yontemiyle bulabiliriz. Carpimlar: -6 olacagina gore, rasyonel
¢oziimler -6 nin tam bélenleri olmalidir. Bu bolenleri denersek,

(=3).2 = -6, -3+2=-1
oldugunu goriiriiz. O halde,

2~z —6=(x—3)(z+2)
olur.

2. 22 4 5z + 4 polinomunu carpanlara ayirmiz.

(Coziim: 4 iin bdlenlerini deneyerek 1.4 =4, 144 = 5 oldugunu
gorebiliriz. O halde,

4 5r+4=(x+1)(z+4)

olur.

a # 1 Durumu:
9 < 5 b c)
ax®+br+c=alx*+ -2+ —
a a
esitliginden yararlanarak, yukarida yapildig: gibi, dnce
9 b c
'+ -+ -
a a
polinomunu ¢arpanlara ayiririz. Eger, bu polinomun carpanlar: varsa,
9 5 b c
(z+p)(z+q) =24+ (p+qzr+pg==x +ort (%)
yazilabilir. Bu egitligin her tarafini a ile carparsak,

a(z +p)(z + q) = az® + a(p + q)v + apg = az® + br + ¢

gikar. @ = 1 durumuna benzeterek, a # 1 durumu igin de (**) esitliginden
yararlanarak p,q sayilarini bulabiliriz. Toplamlar: g ve carpimlari ¢ olan

P, q sayilarini arayacagiz.

Ornekler:
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1. 622 — 2 — 1 polinomunu carpanlara ayiriniz.

(Coziim: Verilen polinomu,

11
622 —x—1=6(2?— -z — -

bigiminde yazabiliriz. gimdi, sag yandaki,

polinomunu carpanlara ayiralim. Bu polinomun bag katsayisi 1 oldu-
gundan, énceki yontemi uygulayabiliriz.

1
p+Q——6a P4=-g

bagintilarini saglayan p, ¢ sayilarini, sinama-yanilma yontemiyle ara-

yacagiz. Bunu yaparken, p ile ¢ nun, —% nin boélenleri olmasi gerekti-

gini unutmayacagiz. Denemelerimiz sonunda, p = —%, q= % oldu-

gunu buluruz. Buradan,

(v +a)(w+p) = <"”+;> (x_;> B (ﬁ—éx—é)

yazabiliriz. simdi, bu egitligin her iki yanini 6 ile ¢arparsak,

6(z+q)(z+p) = 6<x+;> <:1:—;>

1 1
— 62 —-Zp—Z
(#=55)

= 622 —z—1

. 42?4 12z + 5 polinomunu carpanlara ayiriniz.

(Cozim: Yukarida stlediklerimize gore, agagidaki iglemleri yapabiliriz:

5
4x2+12x+5:4<x2—|—3x—|—4)

esitliginin sag yanindaki parantezin igini carpanlara ayirmak icin,

5

=3 qp=-
q+p q.p 4
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bagintilarim saglayan ¢, p sayilarimi bulmaliyiz. Bu sayilar, % iin bo-

lenleri oldugundan, sinama-yanilma yontemiyle, ¢ = %,

sayilarinin istenen kogullar sagladigy goriilebilir. Gergekten,

2 2
= 422 +122+5

Az +q)(z+p) = 4 <x+ 2@+ 1)

dir.

3.11 Uygulamalar

1. Asagidaki ifadeleri carpanlarina ayiriniz.

a) 2+ +2 b) 22—z —2

c) 2 +2x+3 d) 22 -2z -3
e) 22 + 3z +4 f) 322 — 3z — 4
g) 22+ 3z +4 h) 22 — 3z — 4
i) 2?2 —4x -5 j) 22 + 4z +5

2. Agagidaki ifadeleri ¢arpanlarina ayiriniz.

a) 3a>+8a+5 b) 322 +x —2
c) bx? + 7w + 2 d) 522 + 3z — 2
e) 222 + 3z + 1 f) 222 + 3z — 2
g) 2% + Tz +6 h) 222 +2—1
i) 7T2% + 9z + 2 j) 722 — 5z —2

p:

1

2

" + y" veya z' — y" Bigimindeki Polinomlarin Carpanlara Ayril-

masi

Bu tiirlerde, 6nce n {issiine bakariz. Eger n iissii, 2 ya da 3 iin bir

kati ise, iki karenin ya da iki kiiplin toplami ya da fark: bicimine déntistiira-

lebilirler. Bu &zelikler yoksa, bu tiir polinomlarin ¢arpanlara ayrilmasinda

agagidaki 6zdeglikler kullanilir.
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Her n tamsayisi i¢in,

xn_yn _ (x_y)<$n—1+xn—2y+ n— 3y2+ +x2yn 3+ yn—2+yn—l)

dir. n tek bir tamsayi ise

" +yn — (x_i_y)(xnfl _xn72y+xn73y2 . +x2yn73 _xyn72 _’_ynfl)
dir.
Ornekler
1. 2 — 4! polinomunu carpanlara ayiriniz.

(Cozim: Terimlerin ortak iissii 15 tir ve 3 iin katidir. Dolayisiyla iki
kiip farkina doniigtiirebiliriz:

By = (@) - (P))
= (@) = @) (@) + 2 + (v°)°)
= ()~ ) (@ + 2% + (7))
— (($5) ( 5)) (x10+335y5+y10)

olur.

2. 512a3b® + 729d3e323 polinomunu carpanlara ayirimiz.

Céziim: Verilen polinomu iki kiip toplami bicimine déniistiirebiliriz:

512a°b° + 729d°¢*2® = ((8ab)® — (9dex)?)

((8ab) — (9dex)) ((8ab)? + 8ab.9dex + (9dex)?)

= (8ab — 9dex) (64a°b* + T2abdex + 81d*e*x

olur.

3. x° + 9% polinomunu carpanlara ayiriniz.

Coziim: Ortak s olan 5 say1st ne 2 nin ne de 3 iin bir katidir. Dolayi-
siyla, iki karenin ya da kiiplin toplam ya da farkina doniigtiiriilemez.
Ama, iis tek oldugu i¢in ™ + y" ifadesi igin yukarida yazlan 6zdeglik
kullanilabilir:

2 +9° = (:1:+y)(:v — 23y + 2?y? :Ey3+y4)

olur.

)
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4. 16a* — z*y* polinomunu carpanlara ayiriniz.
Céziim:

(4a%)* — ( y)?

(4a® — 2%y?)(4a® + 22y%)

= (2a—uzy (2a + zy) (4a® 4 2%y?)
(2a — zy)(2a + zy)(4a® + 2°y?)

16za* — 2ty* =

olur.

3.12 Uygulamalar

Agagidaki ifadeleri ¢carpanlarina ayiriniz.
a) 1+ a b) al? — 1

c)a®—256  d) 2’ +1
e) 27+ %5  f)a"120 -1
g) adz® — P h)al®—1
Dalltyl  j)a

Ekleme-Cikarma Yolu ile Carpanlara Ayirma

Uygun bir terim eklenir ve cikarilirsa, bazi polinomlar, bir 6zdeglige
doniigturilebilir.

Ornek

16a* + y* — a®y? polinomunu carpanlarina ayirmniz.

16a* + y4 — a%y?
= 16a* + 8a’y? + y4 —8a%y? — a®y?

(16a* + 8a2y® + y1) — (9ay?)
(40 +¢*)% — (3ay)®

= (4a* — 3ay + v*)(4a® + 3ay + v*)
(@ —y)(4a —y)(a+y)(da +y)
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olur.
Ornekler:

1. Asagidaki ifadeyi sadelestiriniz.

a+b)?—
Ea + ?)2 —2b§ [(b 5)2 a2]
Cozim:
a+b)? —
Ea + ?)2 —?)g [(b 5)2 aﬂ

[(a+b)—5][(a+b)+5][(b—5)—a][(b—5)+a
[(a+5)—b][(a+5)+1]
= —(a+b-5)?

2. Asgagidaki ifadeyi sadelegtiriniz.

2" 2(2? — 2z + 1)
(1 —x)

Coziim:
"2 (2% — 22 + 1)
(1 —x)
2" 2 (x —1)2
(1 —x)
= (1—x)z" 2™
= (1—xz)z 2
1—=z

22
3. Agagidaki ifadeyi sadelestiriniz.

32t + 623 — 322 — 62
xd + 223 — 22 — 2¢

Céziim:

3zt + 623 — 322 — 6z z(z—1)(z+1).3.(z+2)
i+ 223 -2 -22 (v +1D(z—1).a.(x+2)

= 3



3.12. UYGULAMALAR

4. Agagidaki ifadeyi sadelegtiriniz.
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(= 9)*(z —2) + (z = 2)*(z —y)

Coziim:

(2= y)*(z — ) + (z = 2)*(z — y)

5. Asgagidaki ifadeyi sadelegtiriniz.

2

T —

M‘HH\H

T 1
T

I
r— 2 z— 1

(@ -y [(@=y)(z—2) + (z - 2)7]
(z —y)(z = 2)[(z —y) + (z — 2)]
(@ —y)(z —2)(z —y)

Céziim:

221 L1

T X

_ 1 1_

T — -3 > 1
2_1 1_

_ T o5 3 1
JZ‘— 12 ZL‘—l

8

6. Agagidaki ifadeyi sadelegtiriniz.

a?—1 1 a 1
4a \a—-1 a+1

Céziim:

a2 —1 1 a 4
4da \a—-1 a+1
a®?—1 <a—|—1—a2—|—a+a2—1>

4a a?—1
2a

4qa
1

2
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7. Asagidaki ifadeyi sadelegtiriniz.

_b_a2—|—2ab—i—b2 é_g
“ a—>b a b

Coziim:
a_b_a2+2ab+b2 b_g
a—2>5 a b

(a—b)2 —(a+0b)? b? —a?
a—2b " ab
= 4(a+0D)

8. Agagidaki ifadeyi sadelestiriniz.

(o) [ ()]
(o) e+ )]

a4 [1.,a
2424 b |2 b

B a 20 + b
T 2a2+b  2dab
1

T2

9. Agagidaki ifadeyi sadelestiriniz.
1
1 1+ 5 2
1—5 )22 -22x+1
x

Coziim:
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10. Asagidaki ifadeyi sadelestiriniz.

2
zy—y?  (zy—y?)
2 ey " (@ ay)?
Coziim:
2 _2)\2
vy —y*  (zy—v°)
2=y (22— ay)
_ yle—y) 2P —y)?
w(z—y) Y (z—y)?
_ r
Y
3.13 Alistirmalar
1. Asagidaki ifadeleri carpanlarina ayiriniz.
a) a'+4 b) 4a* + 1
c) 9z* — 122%y? + 392 d) o5 — 2233

e) 827 — 420 + 222 + 7
g) 18a* — 26a%b% + 8b*

i) a®+ 2t -2

2. Agagidaki ifadeleri garpanlarina ayiriniz.

a) 1523yt — 2522y322

c) a® —3a% — 4a — 12

e) (a® +4a)? — 2(a® + 4a) — 15
g) 2% — 2zy 4+ y% — a® + 2ab — b?

i) a® +y’ —a? +ay —y°

3. Asgagidaki ifadeleri ¢arpanlarina ayiriniz.

f) 92t + 12222
h) 823 — 4ax? + 2a%x

j) a® + b8 + atd?

b) a? — b? — ¢ + 2be

d) 2% + 723 - 8

81

f) ax — 6by — 3ay + 2bx

h) 1 — 22"+ a— az™

j) 4a* — 29a%b% + 25b*
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a) at + 3a? + 4 b) (a®> — 1) +4(a+1) + (a+ 1)
c) x? — % + 4o — 4y d) 223 — 4a3y® — 322yt + 23y?
e) (a—1)2—(a—1)* f) (2a—3)(3z —2y) — (5a + 1)(3x — 2y) — 4x + 6y
g) xt — g h) ax + 3z —a—3 — 2% + 22

i) adb* — a?b® j) 64 — 9a? + 24ab — 16b?

4. Agagidaki ifadeleri carpanlarina ayiriniz.

a) a’ +b° b) 323 — 1322 4 13z — 3

c) (22 +3x —10)2 — (22 + 22 —8)? d) 12 —4a® — 3y*> + 23y

e) 16 + ldzy — 22 — 492 f) (a+ b)? — 4ab?
g) 223 — 6ax® — 6a%x + 18a* h) 32° — 2az* — 3a*x + 2a°
1) xQnan — 95 J) 3 — y3 — g2 + y2

5. 23 + 322 + ay + b polinomunun iki carpam = + 1 ve x — 1 ise, iiciincii
carpan nedir?

6. x> +y> 4+ axy+ 64 polinomunun bir carpam = 4y -+ 4 ise, 6teki carpani
nedir?

7. 23 — 222 — 5z + y polinomunun = — 1 ile tam béliinebilmesi icin y ne
olmalhidir?

8. 22 —y? ile 2% + xy — 2y? polinomlarimin ekok 'n1 bulunuz.

9. x*—ax?436 polinomu = —2 ile tam béliiniiyor. Polinomu carpanlarma
ayirmniz.

10. Asagidaki polinomlarin ekok ile ebob nini bulunuz.

22, 323y, daty?
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11. Agagidaki polinomlarin ekok ile ebob nini bulunuz.

3

=R
8 8 &8 8

v

(
(
(
(

@@:d@

o3 — 9xy?

223 + 62y

422 + 24zy + 36y°
T+ 3y
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