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s 40

Trigonometri

40.1 Yonlii Acilar

Ac1 nedir? Aci hakkinda neler biliyoruz? Hatirlamaya caligalim.

Baslangic noktalar1 ayni olan iki 151n1n meydana getirdigi diizlemsel sekle aczi,
bu 1sinlara acimin kenarlari, baslangic noktasina da acinin kosesi denir. Agi,
diizlemsel bir noktalar kiimesidir.

Asagidaki sekilleri inceleyiniz. Isinlarin yazilig sirasina dikkat ediniz.

Sekil 40.1: Ac1

1019
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AOB = {[{OA, [OB} DOC = {[OD,[0C}

Aciy1 olusturan iki 1s1ndan birine baslangic , digerine ise bitim kenar1 denir.
Acilar adlandirilirken 6nce baslangic, sonra bitim kenari yazilir.

Acinin kosesi etrafinda, baslangi¢ kenarindan bitim kenarina iki tiirlii gidilebi-
lir. Bunlardan biri saatin dénme yoniiniin tersi, ikincisi ise saatin dénme yonii-

niin aynisidir. Saatin dénme yoniiniin tersi olan yone pozitif, ayni olan yone ise
negatif yon denilir.

Biz acilarin yoniini ok yardimiyla belirleyecegiz.
Ornek:
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Sekil 40.2: Ag1 Ornekleri
AOB nin yonii pozitiftir.

BOA nin yonii negatiftir.

m(AOB) = —m(BOA)
40.2 Yonlii yaylar

Bir kesen cemberi iki yaya ayirir. AB keseni O merkezli gemberi A ve B noktala-

rinda kessin. Cember ilizerinde A noktasindan B noktasina gitmek i¢in iki yon
vardir:

Saat ibrelerinin dénme yoniiniin tersi olan yéne pozitif yon; saat ibrelerinin
dénme yoniiniin aynisi olan yone negatif yon diyecegiz.

[AB] kirisinin cemberde ayirdig iki yay birbirinden ayirmak icin yaylarin tize-
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180°

Sekil 40.3: Diiz Ac1

rine birer nokta daha koyabiliriz. Boylece, pozitif yonde olusan AB yaymi ACB
yayl1 olarak, negatif yonde olusan AB yayini ise ADB yayi olarak adlandirabili-
riz.

Yaricaplar esit olan iki cembere es cemberler denilir.

Ayni1 veya es cemberlerde, es kirislerin ayirdigi yaylara es yaylar denilir.
Ayni veya es cemberlerde, es yaylar1 géren merkez acilar birbirlerine estir.
[AB] kirisi O merkezinden gecerse, [AB] bir ¢ap olur.

Bir [AB] ¢apinin ¢emberden ayirdigi ACB yayinin uzunlugu AD B yayinin uzun-
luguna esit olur; yani cemberin bir cap1 gemberi iki es yaya ayirir.

Bir [AB] capinin ayirdigl yaylardan herbirisine yar: cember denilir.

Uzunlugu yar1 cemberin uzunlugundan kii¢iik olan bir yaya kiigiik (mindr) yay,
uzunlugu yar1 cemberin uzunlugundan biiyiik olan bir yaya da biiyiik (major)
yay denilir. Sekildeki ACB yayi kii¢iik, AD B yay1 ise biiyiik yaylardir.

40.3 Birim Cember

Analitik diizlemde, merkezi baslangi¢ noktasinda ve yarigap1 1 birim uzunlukta
olan cembere birim ¢cember denilir. Birim ¢cember iizerindeki her P(x, y) noktasi
icin x2 + y? = 1 bagintis1 saglanir. Dolayisiyla birim ¢emberi séyle yazabiliriz:

C=1{(x,) | x,y eRvex? +y* =1}

40.4 Aq Olcii Birimleri

Bir acinin biiyiikliigiinii ya da kiiciikliigiinii nasil tanimlariz? Bunu yapabilmek
icin bir ac1 6l¢ii birimi tanimlamak gerekir. A¢iy1 6lgmek demek, a¢inin kollar1
arasindaki acikligi belirlemek demektir. Bunu yapmak icin su yolu izleyecegiz.
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AOB acismin O tepesini merkez kabul eden birim yarigaplh bir cember cizelim.
Cember iizerindeki hareketli bir P noktasi, A noktasindan baslayarak pozitif
yonde bir tam donme yapsin ve tekrar A noktasi {izerine gelsin. P noktasinin
cizdigi ABA tam ¢ember yayini goren merkez aciya tam aci1 diyecegiz. Tam aci
evrenseldir; yani acinin c¢izildigi yere, zamana, aciy1 cizen kisiye,... vb bagh de-
gildir. Birim cember yayinin uzunlugu da bellidir ve 27 ye esittir. Bu temele da-
yali olarak cesitli ac1 6l¢ii birimleri tanimlanabilir:

Derece

(18" (cosn, sine)
; 2
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Sekil 40.4: Derece

Simdi birim ¢ember yayini, birbirlerine es olan 360 yay parcasina bélelim. Eg
yaylar1 géren merkez agilar birbirlerine es oldugundan, 360 tane es merkez ac1
olusur. Bunlardan herhangi bir yay parcasini géren merkez ac¢inin dl¢iisii I de-
rece olarak tanimlanir. Es acilarin 6l¢iilerinin ayni olacagini varsayacagiz. Do-
layisiyla, tam acinin 6lciisii 360 derecedir. Dereceyi (°) simgesiyle gosterecegiz.
Buna gore, tam acinin dlciisii= 360° yazabiliriz.
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Daha duyarl 6l¢iimler icin derecenin as katlarini tanimlariz:
1% nin 60 ta birine I dakika denilir. Dakika ' simgesiyle gosterilir.

1’ nin 60 ta birine I saniye denilir. Saniye " simgesiyle gosterilir.

Grad

Tam ¢ember yayini 400 es parcaya bolersek, her birini goren merkez acinin 6l-
clisline I grad denilir.

Radyan

Yaricap uzunluguna esit uzunlukta bir yayr géren merkez acinin 6lgiisiine I
radyan denilir. Radyan R simgesiyle gosterilir.

Aci 6lcii birimlerinden derece giinliik yasamda, grad denizcilikte ve radyan ise
bilimsel cevrelerde daha ¢ok kullanilir.

Aq1 Olcii Birimlerini Birinden Otekine Cevirme

Agirlik, uzunluk vb 6lcii birimlerinde oldugu gibi a1 6l¢cme birimleri de birbir-
lerine doniistiiriilebilir. Bunun icin temeldeki tam ac1 ve ona karsilik gelen tam
yay uzunlugu esas alinir:

360° = 400 grad

360° = 27 radyan
Buradan
10 = (27/360) radyan = (n/180)R
lradyan = (360/27) derece = (180/m)°=57°
Ornekler:

1. m(B) = 30°59'29", m(A) = 27°11'38” ise bu iki acinin &lciileri toplamini
ve farkini bulalim.

Toplam Fark
30959'29" 30959'29"
27911'38" 27911'38"
57970'67" 30958'89"
27911/38"

58°11'7" 3047'51"
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2. 45°1ik bir a¢inin radyan ve grad cinsinden dl¢iilerini bulalim:

D R G 45 R

1
— == = => —=->=R=-— radyan
180 = 200 180 T 4
G 1 200
— == G=-——=508
200 4 4

bulunur.

Ali; V213 Y2ti;2rmalar 40.1.

1. Asagidaki dlciileri verilen acilari iletki kullanarak ciziniz.

a) 77°30 b) £ radyan c) 508

2. Asagidaki ac1 dlgiilerini diger 6lcii birimlerine ¢eviriniz.

a) 50° b) & radyan c) 1008

40.5 Yonlii A¢ilarin Olgiilmesi

Diizlemde bir xOy koordinat sistemi secelim. Tepesi, koordinat sisteminin O
baslangi¢ noktasiyla ve baslangic kenar1 Ox ekseni ile ¢akistirildiginda, ac stan-
dart konumuna yerlestirilmistir denilir.

Standart konumlarina yerlestirildiginde bitim kenarlar1 ¢akisan agilara es bi-
timli acilar denilir.

Birim ¢emberin ¢izildigini varsayalim. Biitlin yaylarin bu ¢ember iizerinde ol-
dugunu varsayacagiz.

ACB yayini géren AOB agis1 ile ADB yayini géren AOB' agisi eg bitimli iki agi-
dir. Birincisi pozitif yonld, ikincisi ise negatif yonliidiir.

AOB acisiin dlciisii a° ise AOB' acisinin 6lciisii —(360° — a°) olur.

Ayni1 baginti radyan cinsinden soyle ifade edilebilir. Birim ¢cember {izerindeki
ACB yaymin uzunlugu ¢ birim ise, AOB agisinin 6lciisii ¢ radyandir. Dolayi-
styla, AOB' acininin 6l¢iisii

m(m )=—-(@2nm—1t) radyan

olacaktir.
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Simdi hareketli bir P noktasi diisiinelim. P noktasi birim ¢cember iizerinde A
noktasindan baslayarak pozitif yonde hareket etsin. P noktas: heniiz hareket
etmemisken (A noktasi ile cakisiyorken)

m(ITO\P)=00 ve m(A/O\P):O radyan

dir. P noktas1 birim ¢ember iizerinde bir B noktasina geldiginde, eger AOB aci-
sinin 6lciisii a® ve AB yaymin uzunlugu ¢ birim ise

m(XO\P) =a’ ve m(@) =t radyan

olur. P noktasi Oy ekseni iizerine geldiginde

m(AOP)=90° ve m(AOP)=mn/2 radyan

olur. P noktasi Ox ekseninin negatif tarafi tizerine geldiginde

m(ITO\P) =180° ve m(KO\P) =n radyan

olur. P noktasi Oy ekseninin negatif tarafi izerine geldiginde

m(AOP) =270° ve m(AOP)=3n/2 radyan
olur. P noktasi, bir tam doniis yapip tekrar Ox ekseni tizerindeki A noktasi tize-
rine geldiginde

m(AOP) =360° ve m(AOP)=2n radyan

olur. P noktas1 hareketine ayni yonde devam ederek tekrar B noktasi iizerine
gelirse

m(AOP) = (360° + a®) ve m(AOP)=(@n+1) radyan

olur. P noktasi hareketine pozitif yonde devam ederek 2 tam doniis yaptiktan
sonra tekrar B noktasi iizerine gelirse
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m(AOP) = (720°+a®) ve m(AOP)=(4nw+1) radyan

olur. Eger P noktasi k kere tam doniis yaptiktan sonra B noktasina gelirse

m(AOP) = (k.360° +a®) ve m(AOP)= (2kn+1) radyan
olur. Eger P noktasi negatif yonde donseydi soyle olurdu:

m(AOP) = (-k.360° +a®) ve m(AOP)=(-2kmw+1t) radyan

40.6 Sayilara Esleme

Bir acinin radyan cinsinden 6lciisiiniin, o a¢inin birim ¢ember iizerinde gor-
diigii yayin yonlii uzunluguna esit oldugunu gordiik. O halde, agilarin dl¢iileri
ile gercek sayilar kiimesi arasinda bire bir bir esleme yapilabilir. Ox-ekseni ile
cakisan bir Ot-say1 ekseni diisiinelim. Bir AOP acis1 verilsin. m(AOP) = t ol-
dugunu varsayalim. Yukarida aciklanan nedenle, birim ¢cember tizerindeki AP
yayinin yonlii uzunlugu ¢ olacaktir. O¢-ekseni lizerinde koordinatlar (¢, 0) ola-
cak bicimde bir tek T noktas1 vardir. Yani, her acinin radyan cinsinden o6l¢ii-
siine karsilik bir tek gercek say1 vardir. Tersine olarak, her ¢ gercek sayisina kar-
silik Ot-eskeni tizerinde bir tek 7'(z,0) noktasi vardir. Bu noktaya karsilik, yonlii
uzunlugu ¢ olan bir AP yay1 vardir. Bu yay1 géren merkez aginin 6lciisii ¢ rad-
yandir.

Burada suna dikkat edilmelidir. A¢1 dl¢iileri ile gercek sayilar kiimesi bire bir
eslenmektedir. Ancak, gérdiigii yay uzunlugu bir tam ¢ember yayini asan acila-
rin bitim kenarlarinin birim ¢cemberi kestigi P noktalar: ¢akisabilir. Dolayisiyla,
yukarida aciklanan eslemede, birim ¢ember iizerindeki noktalarla ac1 6lciileri
bire bir eslenmemektedir.

40.7 Yaylarla islemler

Yaricaplari esit olan iki yayin toplamini ve farkini asagidaki gibi tanimlayacagiz:

Geometrik Yorum

Yaylarin merkezleri farkl ise, 6nce merkezler cakistirilir. Pozitif yonlii iki yayi
toplamak icin, birisinin baslangi¢c noktasini 6tekinin bitim noktasina cakistirip
pozitif yonde ikinci yayin uzunlugu kadar ilerlemek yetecektir.
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Ornegin AB ile CD yaylarimi toplamak icin C noktasi B ile ¢akistirilir, pozitif
yonde CD yay uzunlugu BD' yay uzunluguna esit olacak bicimde D’ noktasi
isaretlenir. Ortaya ¢ikan AD' yayi, verilen yaylarin toplamidir.

Pozitif yonlii iki yayin birisini 6tekinden ¢ikarmak icin, ayni islem yapilir; ancak
ikinci yayin uzunlugu kadar negatif yonde ilerlenir.

Yaylardan birisi veya her ikisi de negatif yonlii ise, toplama ve ¢ikarma isle-
minde ilerleme y6nii ona gore degisir.

Pozitif yonlii iki yayin toplam uzunlugu bu yaylarin uzunluklar1 toplamina; fark-
lar1 uzunlugu ise uzunluklarinin farkina esittir. Negatif yonlii yaylarin toplam ve
farklarinin uzunlugu, ilgili yaylarin gerektirdigi isaretlerle yapilan cebirsel isle-
min sonucuna baghdir.

Cebirsel Yorum
AB yaymin uzunlugu s olsun. Eger AB pozitif yonlii ise s = 0, negatif yonlii ise
s < 0 olacaktir. y herhangi bir say1 olmak iizere y. AB, baslangi¢ noktas1 A ve

uzunlugu ys olan AC yayi olarak tanimlanir.

BC yaymin uzunlugu ¢ olsun. m(AB) £ m(BC) = s * ¢ olarak tanimlanir. Dola-
yistyla, yarigaplar esit olan yaylarin kiimesi tizerinde toplama, ¢ikarma ve ska-
lerle carpma islemleri, gercek sayilar kiimesinde karshigi olan islemlere indir-
genmis olur.

Birim cemberin tamamini (tam yay) T ile gosterelim. AOP nn 6l¢iisii a® olsun.

AP, AP +T, AP +2T,..., AP +nT., ... (n €N)

yaylarini diisiinelim. Bu yaylar1 géren merkez acilar AOP agist ile ¢akisir. Bu
acilarin 6lgiileri, derece cinsinden,

a®,a®+360°, a®+2.360°,...,a° + n.360°, ...

olur.
0° ile 360° arasinda olan 6lciiye AOP nin esas dlciisii denilir.

Ote yandan T tam yayinin uzunlugu 27 birim olduguna gore, s-ekseni iizerin-
deki p + 2nm noktas1 n kez ¢cemberi pozitif yonde sarma isleminden sonra P

noktasti ile ¢akisir, yani p +2nm noktast AP +nT yayinin bitim noktasina karsi-
lik gelir. Negatif ydnde sarma islemi de benzer sonucu verir. Dolayisiyla

S(p+2knm)=P (keZ)
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olur.

Ornekler:

1. 737° lik acinin esas dlciisiinii bulalim:

Birim ¢cember iizerinde [OA baslangic kenar1 olmak iizere 737°lik aginin bitim
kenarin1 bulmak icin; A noktasindan pozitif yénde 2 defa 360°lik yay cizdigi-
mizde tekrar A noktasina geliriz. 737° den 720° yi ¢ikardigimizda kalan 17°lik
yay1 cizdigimizde 737°lik acinin bitim kenarinin birim ¢emberi kestigi P nok-
tasin1 buluruz. [OP 1511 737°lik acinin bitim kenar1 ve AOP acisinin 6lciisii de
737°lik aginin esas 6lgiisii olur.

m(AOP) = 737° - 2.360°
m(XO\P) =17° bulunur

Problemi pratik olarak asagidaki sekilde de ¢ozebiliriz. Verilen acinin esas 6l-
¢lisli a olsun. k € Z olmak tizere

737% = a + k360° => 737 | 360
720 | 2

17

=7379=17+2.360° = k=2 ve @ = 17° bulunur.

2. Esas olciisii 275° olan ac1 6lgiilerinin kiimesini bulalim:
Istenen kiimenin tiim elemanlar 275%nin eslendigi noktayla esleneceginden,

{a+k.360° | ke z} =1275° + k360° | k€ 72}

bulunur.

40.8 Birim Cemberde islemler

Asagidaki sekli inceleyiniz.

Gercek sayilar ile birim cember arasinda oldugu gibi, birim ¢cember ile [0,27)
araligindaki radyan cinsinden sayilar: bire bir esleyelim. Bu eslemede birim
cember lizerinde 1 kere donmiis olduk. Benzer sekilde 2 kere dondiigiimiizde
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(rcos 8, rsin 8)

rsin\B

Sekil 40.5: Birim Cemberde Trigonometri
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(27,2 x27), lig kere dondiigtimiizde [47,3 x 27) ... aralifindaki radyan cinsinden
sayilary, birim ¢ember tizerindeki noktalarla bire bir eslemis oluruz.

Bu eslemelerin her birinde P noktasina karsilik gelen radyan cinsinden sayila-
rin kiimesi;

P={a+k2n|keZ}

olur.

Ayni eslemede B ve A’ noktalarina karsilik gelen radyan cinsinden sayilarin kii-
mesi sirasiyla;

‘n 3n 7w 51 b4
B = {..——,—, o —..J={-+k2n|keZ}
222 2 2
A = {..-3m-mm3n.}={n+k2n|keZ}
dir.
Ave B’ noktasina karsilik gelen radyan cinsinden sayilara ait kiimeleri yaziniz.
Ornekler:
1. Birim ¢ember tizerinde 0, 7, 7, ?’7” ve 2 uzunlugundaki yonlii yaylarin bitim

noktalarinin koordinatlarini bulalim:

a) Birim ¢cember {izerinde 0 radyanlik yayin baslangic ve bitim noktas1 A nokta-
sidir. A noktasinin koordinatlar (1,0) dir.

b) 5 radyanlik pozitif yonlii yayin bitim noktasi B ve B noktasinmin koordinatlari
(0,1) dir.

c) n radyanlik pozitif yonlii yayin bitim noktasi A’ ve A’ noktasinin koordinatlar:
(=1,0) dir.
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d) L radyanlik pozitif yonlii yayin bitim noktasi B’ ve B’ noktasinin koordinat-
lari (0 —1) dir.

e) 2x radyanlik pozitif yonlii yayin bitim noktasi A ve A noktasinin koordinatlari
(1,0) dir.

Aymni 6lciilerdeki negatif yonlii yaylarin bitim noktalarinin koordinatlarini yazi-
niz.

2. Birim ¢ember {izerinde 7'iin tam katlar1 uzunlugundaki yonlii yaylarin bitim
noktalarinin koordinatlarini bulalim.
a) Once % radyan uzunlugundaki ya-
yin bitim noktasi olan P noktasinin
koordinatlarini bulahm. P noktasin-
dan Ox eksenine dik inelim. Elde edi-
len POK {iggeni ikizkenar dik licgen

oldugundan,
| OK |=|KP|=a
dersek,
|OK|? +|KP|? = 12
a+a® = 1
2¢° = 1
1
a? = =
2
1
a = —
V2
V2
2

bulunur.

Oyleyse P noktasinin koordinatlari ( RN ) olur. Simetri 6zeliginden yararla-
narak 7’iin tam katlar1 olan yaylarin bitim noktalarinin koordinatlar::

a. 2.% = %’ nin bitim noktas1 B ve B nin koordinatlar (0, 1)

3

b. 3.% 7’{in bitim noktasi T ve T nin koordinatlari (— 2 5 )
c. 4.5 =n’nin bitim noktas1 A’ ve A’ niin koordinatlar (-1,0)

d 5% = EZ’ ’{in bitim noktasi P’ ve P’ niin koordinatlari (——2, g)
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e. 6.7 =37 nin bitim noktas1 B’ ve B’ niin koordinatlari (0, 1)

(ﬁr_\/i)

f.7.2= ?T”’ﬁn bitim noktas1 T’ ve T’ niin koordinatlar1 5

g. 8.% = 27’nin bitim noktas1 A ve A nin koordinatlar (1,0)

h. 9.% = % + 27’nin bitim noktas1 P ve P nin koordinatlarn (‘/72, ‘/75)

bulunur. Dikkat edecek olursaniz tekrar P noktasina dondiik. Bu sekilde de-
vam edilerek %’tin katlarina ait yonlii yaylarin bitim noktalarinin s6z konusu
A,PB,T,A, P, B', T' noktalarindan ibaret oldugu gériiliir.

3. Birim cember iizerinde;

a) § radyanhk yayin,

b) % radyanhk yayin,

bitim noktalarinin koordinatlarini

bulalim:

a) Birim ¢cember {izerinde % radyanlik

yayin bitim noktas1 P olsun. P nokta-

sindan Ox eksenine bir dikme inelim.
Olusan POK dik tiggeninin ac1

olciileri 30°,60° ve 90° dir. POK dik

ticgeninde

|OP |
|PK| =

| OK |

N | =
]S

bulunur.
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Oyleyse P noktasinin koordi-
natlarn (3, ‘/7§) olur.

Simetri 6zeliginden yararlana-
rak %”, %’, HT” ve 1%” radyanlik yayla-
rin bitim noktalarinin koordinatlarini
yaziniz.

b) Birim ¢ember iizerinde %
radyanlik yayin bitim noktasi P olsun.

P noktasindan Ox eksenine bir dikme

A
inelim. Olusan POK nin ac1 dl¢iileri
30°,60° ve 90° dir.

POD dik iicgeninde:
|OP| = 1
1
|OK| = <
2
3
|PK| = £
2
V3

bulunur. Oyleyse P noktasinin koordinatlari (%, %) olur.

Simetri 6zelliginden yararlanarak — %, — %”, - 47” ve — %” radyanlik yaylarin bitim
noktalarinin koordinatlarini yaziniz.

Yukaridaki 6rnekleri tam olarak anladiniz mi?

Eger anladiysaniz, asagidaki birim ¢cember {izerinde verilen noktalarin koordi-
natlarini, nedenleriyle birlikte bularak yazinmz.

Ali; %13 Y2ti;2rmalar 40.2.

1. 30°,-45° ve 780°lik acilarin élgiilerini radyan ve grad cinsinden bulunuz.

2. 3Z,-8 ve 217 radyanlik agilarin 6lgiilerini derece ve grad cinsinden bu-
lunuz.

3. Asagidaki sekilde birim ¢ember ile [0,400) araligindaki sayilar bire bir es-
leniyor. Bu eslemede 08,1008,2008 ve 3008’1n eslendigi noktalarin koor-
dinatlarini yaziniz.

4. 508,-1508,2508 ve 3508lik acilarin 6lgiilerini derece ve radyan cinsinden
bulunuz.
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5. Asagidaki sekildeki AKB yayimnin uzunlugunu a ve r cinsinden bulunuz.

6. Asagidaki sekilde goriilen AY B nin uzunlugunu derece cinsinden bulu-
nuz.
7. Asagida olgiileri verilen acilarin esas 6lciilerini bulunuz.

a) 2797° b) —13588 c) 132

8. Asagida esas Olciileri verilen agilarin 6lciilerini bulunuz.

(@)
(b) 42°
(c) 279°

d &

(e) Asagida denklemlerle verilen x gercek sayilarini k’ya bagh olarak
bulunuz. (k € 2)

(f) &-10=%+k.360

(8 7T”—x=2?x—|-%+k.2n

40.9 Trigonometrik Fonksiyonlar

Bir a sayisi, birim cember {izerinde, yonlii AP nin P bitim noktasina eslensin.
Olgiisii « olan agilarin baglangic kenari [Ox, bitim kenari [OP'dir.

[OP birim ¢embere A'dan cizilen tegeti T, B'den cizilen tegeti K noktasinda
kessin.

P nin apsisine a nin kosiniisii denir ve cos « ile gosterilir.

P nin ordinatina a nin siniisii denir ve sin « ile gosterilir.

T nin ordinatina @ nin tanjant1 denir ve tan « ile gosterilir.
K nin apsisine a nin kotanjanti denir ve cot « ile gosterilir.
S nin apsisine a nin sekant1 denir ve sec « ile gosterilir.

D nin ordinatina @ nin kosekanti denir ve csc a ile gosterilir.
a gercek sayisiny;

cos a’ya doniistiiren fonksiyonuna kosiniis fonksiyonu

sin a’ya doniistiiren fonksiyona siniis fonksiyonu,
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VErSIN | f

S0

L3

Sekil 40.6: Trigonometrik Fonksiyonlar

tan a’ya doniistiiren fonksiyona tanjant fonksiyonu,
cota’ya doniistiiren fonksiyona kotanjant fonksiyonu,
sec a’ya doniistiiren fonksiyona sekant fonksiyonu,

csc a’ya doniistiiren fonksiyona, kosekant fonksiyonu
denir.

Asagidaki sekilde goriildiigii gibi birim cemberde;
Ox eksenine (apsisler ekseni) kosiniis ekseni,

Oy eksenine (ordinatlar ekseni) siniis ekseni,
Anoktasindan cizilen tegetine tanjant ekseni,

B noktasindan ¢izilen tegetine kotanjant ekseni,
denir.

Birim ¢ember {izerindeki P noktasinin koordinatlari (x, y) olsun ;P nin yonli
uzunlugu ¢ ise m(@) = tradyandir.
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Buna gore,
sint = y
cost = x
tant = z
X
X
cott = -—
y
1
sect = —
X
1
csct = —
y

olacaktir. P(x, y) noktasi,
I.  bolgedeise x=0 ve y=0
II. bolgedeise x<0 ve y>0
III. bolgedeise x<0 ve y<O0
IV. bolgedeise x>0 ve y<0
olur. Buna gore trigonometrik fonksiyonlarin isaretleri kolayca saptanabilir.
0=<a<2mve ke Zolmak lizere birim
cember {izerindeki AP yonlii yayinin
bitim noktasina eslenen sayilar
(@ + k.27) olsun. Olgiisii (a + k.27)
olan tiim acilarin bitim kenar1 da [OP
olur.
[OP bitim kenari, tanjant
eksenini T'de kotanjant eksenini
K’'da kessin. [PC] 1 [AA'] gizelim.
P noktasi L. bolgede ise

sin(a + k.2n) = sina=|PC|
cos(a+ k.2n) = cosa=|0C|
tan(a + k.2n) = tana =|AT|
cot(a+ k.2n) = cota=|BK|

olur.

Baslangic¢ kenarlar1 ayni, bitim kenarlar: siniis eksenine gore simetrik olan
acilarin trigonometrik fonksiyonlar: arasindaki bagintilar:

Yandaki sekli inceleyiniz.

Esas 0lciisti;
a olan merkez acilarin 6lciisii (a + k.27),
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(7 — a) olan merkez acilarin 6l¢iisii
[T —a+k.2n] = 2k + 1)m — a oldugundan,
bu acilarin trigonometrik degerleri:

sin(a +2km) =| PC| ; sin[Ck+1Dr—a]=|P'C'|,

cos(a+2km)=|OC| ; cos[Rk+1)n—a]=|0C"|,

tan(a +2kn) =| AT| ; tan[Qk+1)m—a]=|AT'|,

cot(a+2km)=|BK| ; cot[k+1)n—a]=|BK'|
olur.

Diger taraftan {icgen eslikleri ve yonler dikkate alinarak,
A A
POC=P'OC'" = |PC|=|P'C'"| ve |OC|=-|0C"|,
A A
TOAZT'OA = |AT|=-|AT'|

A A
BOK=BOK' = |KB|=-|K'B|
yazilir. Bu esitlikler dikkate alindiginda yukaridaki bagintilardan,

sin[2k+ 1) — a] =sin(a + k.27) > k=0 icin sin(r—-a)=sina,

cos[k+1)m—a]=—-cos(a+ k.2n) = k=0 icin cos(m—a)=—-cosa,

tan[2k+ 1)m—a] =—-tan(a+ k.2n) = k=0 icin tan(r-a)=-tana,

cot[Rk+1)mr—a]=—-cot(a+ k.2n)=> k=0 icin cot(r—a)=—cota,
bulunur.

Baslangic¢ kenarlar1 ayni, bitim kenarlar orijine gore simetrik olan acilarin
trigonometrik fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar:

Asagidaki sekli inceleyiniz.
Esas 6lciisti a olan acilarin 6l¢tisii (a + k.27),

Esas olg¢iisii (7 + @) olan acilarin 6lciisii (a + (2k + 1)7) oldugundan bu acilarin
trigonometrik degerleri;
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sin(a +2km) =| PC| ; sin[la+ (k+1Dnr]=|P'C’|
cos(a+2km)=|OC| ; cosla+k+1)n]=|0C"|
tan(a +2knw) =| AT | ; tan[a+ 2k+1)7w] =| AT |
cot(a+2km)=|BK| ; cotla+(2k+1)n]=|BK|

olur. Diger taraftan ticgen egslikleri ve yonler dikkate alinarak,

A A
POC=P'OC'=|PC|=~-|P'C'|ve|OC|=-|0C|

yazilir. Bu esitlikler dikkate alindiginda yukaridaki bagintilardan,

sin[a + 2k + 1)7] = —sin(a + k.27) = k=0 ic¢in sin(a + ) = —sina,
cos[a + 2k +1)x] = —cos(a + k.2m) = k =0 i¢in cos(a + ) = —cosa,
tan[a + 2k + 1)x] = tan(a + k.21) = k =0 icin tan(a + 7) = tana,
cotla + 2k + 1)x] = cot(a + k.2mw) = k =0 icin cot(a + ) = cota,

bulunur.

Baslangic¢ kenarlari ayni, bitim kenarlari kosiniis eksenine gore simetrik olan
acilarin trigonometrik fonksiyonlar: arasindaki bagintilar:

Yandaki sekli inceleyi-
niz.

Esas olciisii a olan agila-
rin 6l¢iisi (a + k.27)
esas Olciisii —a olan acilarin 61-
ciisli (k.27 — &) oldugundan,

sin(a +2knm) =| PC| ; sin(k.2n—a)=|P'C|
cos(a+2km)=|0OC| ; cos(k.2n—a)=|0C|
tan(a +2km) =| AT | ; tan(k.2m—a) =| AT’ |
cot(a +2kn) =| BK| ; cot(k.2n—a)=|BK'|

olur.

Diger taraftan tiggen, eslikleri ve yonler dikkate alinarak,

A A

POC=P'OC = |PC|=-|P'C| ve |OC| ortak,
A A

TOA=T'OA = |AT|=-|AT|

A A

BOK=BOK' = |KB|=-|K'B|
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yazilir. Bu esitlikler dikkate alindiginda yukaridaki bagintilardan;

sin(k.2n — a) = —sin(a + k.27) = k=0i¢in sin(—a) = —sina,
cos(k.2m —a) =+cos(a+ k.2n) = k=0icin cos(—a) =cosa,

tan(k.27 — a) = —tan(a + k.2n1) = k=0icintan(-a) = —tana,
cot(k.2n —a) = —cot(a + k.2n) = k=0icin cot(—a) = —cota,

bulunur.

40.10 Trigonometrik Fonksiyonlarin Ozelikleri

Her t gercek sayisina karsilik birim ¢gember {izerinde yonlii bir AP yayimnin var-
ligim biliyoruz. P noktasinin koordinatlar (x,y)ise -1sx<+lve-1<y<+1
olacaktir. Dolayisiyla,

VaeR icin —-1=<cosa<l
veya
cos:R— [-1,1]

yazilir. Yani, kosiniis fonksiyonunun tanim kiimesiR, goriintii kiimesi [—-1, 1] dir.

Birim cember lizerindeki her noktanin ordinati [-1, 1] araliginda oldugundan;
VYaeR icin -1<sina<l

veya
sin:R— [-1,1]

yazilir. Yani, siniis fonksiyonunun tanim kiimesiR, goriintii kiimesi [—-1, 1] dir.

k € Z olmak tizere, 5 + kn gercek sayilar birim gember {izerinde; k cift say1 ise,
B(0,1); k tek say1 ise B'(0,—1) noktasiyla eslenir. Bu durumda % + kn radyanhk
acilarin bitim kenarlar1 tanjant eksenini kesmez. Yani, tan(g + k) tanimsizdir.
(5 + k) harig biitiin gercek sayilar i¢in tanjant fonksiyonu taniml oldugundan,

T
VaeT={a|acR ve a¢5+kn, ke Z} icin tanaeR
veya

tan: T —R
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yazilir. Yani, tanjant fonksiyonunun tanim kiimesi 7, goriintii kiimesiR dir.

k € Z olmak iizere km gercek sayilar1 birim cember {izerinde; k cift say ise,
A(1,0); k tek say1ise A’'(—1,0) noktasiyla eslenir. Bu durumda k7 radyanlik agi-
larin bitim kenarlar1 kotanjant eksenini kesmez. Onun icin cot(kn) tanimsizdir.
Diger biitiin gercek sayilar icin kotanjant fonksiyonu tanimlh oldugundan;

VaeK={a|aeR ve a#kn, keZ} icin cotaceR

veya
cot: K —R

yazilir. Yani, kotanjant fonksiyonunun tanim kiimesi K, goriintii kiimesiRdir.

40.11 Ozel Agilar

Esas 6lciisii 0, 5, 7, 3'7” olan agilarin trigonometrik degerlerini birim cember yar-
dimiyla yazabiliriz:

0 radyanlik acinin bitim kenar1 [Ox,

% radyanlik aginin bitim kenari [Oy,
7 radyanlik acinin bitim kenar1 [OA/,
37” radyanlik aginin bitim kenar1 [OB’,
27 radyanlik acinin bitim kenari [Ox,

olur. Bitim kenarlarinin eksenleri kestigi noktalara gore asagidaki tablo hazirla-
nir.

A1 0 5 7 37” 27
sin 0 1 0 -1 0

Ccos 1 0 -1 0 1

tan 0 tanimsiz 0 tanimsiz 0

cot | tanimsiz 0 tanimsiz 0 tanimsiz

0 stitunu ile 27 stitununun ayni1 olduguna dikkat ediniz. Siz de ayni sekilde 7,7
ve 37” radyanlik agilar ile ayni trigonometrik degerlere sahip olan ac dl¢iileri
soyleyiniz.

40.12 Periyodik Fonksiyonlar

f : A — B bir fonksiyon olsun. Vx € A icin f(x+ T) = f(x) esitligini saglayan
bir T gercek sayisi varsa, f fonksiyonuna periyodik fonksiyon, T gercek sayi-
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sina da f’nin bir periyodu denir. Bu esitligi saglayan birden cok T gercek sayis1
varsa, bunlarin en kiiciigiine f fonksiyonunun esas periyodu denir.

k € Z olmak lizere Va €R icin
cos(a + k.2m) =cosa

oldugundan, kosiniis fonksiyonu periyodik fonksiyondur.Kosiniis fonksiyonu-
nun periyodu k.27, esas periyodu 27'dir.

k € Z olmak iizere Va €R icin
sin(a + k.2m) =sina

oldugundan, siniis fonksiyonu periyodik fonksiyondur. Periyodu k.27 ve esas
periyodu 27 dir.

k € Z olmak tizere a # 5 + k7

ve a €eRicin tan(a + k) =tana
oldugundan, tanjant fonksiyonu periyodik
fonksiyondur. Periyodu kx ve esas periyodu
m'dir.

k € Z olmak tizere a # kr ve a € R igin

cot(a + k) = cota

oldugundan, kotanjant fonksiyonu periyodik fonksiyondur. Periyodu k= ve esas
periyodu n'dir.

Yukaridakilere benzer sekilde,
sec(a + k.2m) =seca ve T =k.2mn,

csc(a+ k.2n)=csca ve T=k2n
oldugu goriiliir.

Ornekler:

_ . . . _ _ 27—[
1. y=asin(mx+ e)nin esas periyodu mT =2n den T = <7,

y = bcos(nx+ e)nin esas periyodu nT =2n den T = 7”,

y = ctan(px + e) nin esas periyodu pT =nden T = %,
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y = dcot(rx+ e)nin esas periyodu r T = den T = 7,

bulunur. Yukaridaki bilgiler yardimiyla asagidaki trigonometrik fonksiyonlarin
esas periyotlarin1 bulalim:

a) y=3sin2x+5 b)y:%cos(5x+3) c)y:\/§tan3x

a) y=3sin2x+5’in periyodu 2T = 2n'den, T = m bulunur.
b) y= % cos(5x + 3)’lin periyodu 57 =2n’den, T = 2?” bulunur.
c) y=+/3tan %x’in periyodu % T=ndenT = 2?” bulunur.

2. Iki veya daha ¢ok basit trigonometrik fonksiyon igeren fonksiyonlarin peri-
yodu, basit trigonometrik fonksiyonlarin periyotlariin en kiiciik ortak katina
esittir. Bu bilgi yardimiyla asagidaki trigonometrik fonksiyonlarin periyotlarim
bulalim:

a) y=5cos3x+sin2x b) y = 3c0s3x c) y=anax
cos3x inesasperiyodu 371 =27 den T;= 2?”
a . . ) =
sin2x inesas periyodu 27, =27 den Tr=nx
Ohalde,

EKOK(T1,T») =2mn

bulunur. Benzer diisiiniisle,

b)

cos3x inesasperiyodu 3T;=27 den T,=% N
sin6x inesasperiyodu 6T =27 den T=%=%

27
EKOK(Ty, Ty) = 3

bulunur. Son olarak,

tan2x inesasperiyodu 2Ty =m den Tj= % -
cotx inesasperiyodu To=7m denTo=nx
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EKOK(Ty,To) =7

bulunur.

3. Baz1 trigonometrik fonksiyonlarin periyotlar1 uygun doniisiimler yapilarak

bulunabilir:

y:

y:

y:

y:

1-sin“x

2

3 in esas periyodunu bulalim:
cos’ X

2
cos~ x p 2

"cos*x=1—-sin*x"

cos3 x

COSZ.X'

cos2 xcosx

fonksiyonunun periyodu 2z dir.
cosx

m, ¢ €R olmak tizere cos®(mx + c) fonksiyonunun esas periyodunu bulalim:

cosz[m(x +T)+c)= cosz(mx +0)

esitliginin iki tarafinin karekokiinii alalim.

cos[m(x+T)+c]=4+cos(mx+c) (1)

cos[m(x+T)+c) =—cos(mx+c) 2

olur. (1) ve (2) esitliklerini ayr1 ayr1 irdeleyelim:

(1) esitliginden;

cos[m(x+T)+c]
mx+T)+c
mT

5}

bulunur.

(2) esitliginden;

= cos(mx+c)
= 2n+mx+c

= 27
27

m

cosim(x+T)+c]=—-—cos(mx+c)=>
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cosm(x+T)+c]=cos{—[mr—(mx+c)l}
{ veya
cos[m(x+T)+c]=cos[nt—(mx+c)]
cosim(x+T)+c] = cos{—[r—(mx+)l}
mx+mT+c 2 —[m—(mx+0)]
mx+mT+c 2r—m+mx+c

mT = 7
T = %
bulunur.

Ty ve T, nin ortak degeri 7-dir. O halde,

2 . . /2
cos”(mx + c)nin periyodu —
m

dir.
Benzer sekilde sin?(mx + c) fonksiyonunun esas periyodu da % olur.

Yukaridaki 6rnekte siniis ve kosiniis fonksiyonunun {issii tek say1 olsaydi esas
. 2_7-[ 9 co__ss__es
periyodunun < olacagini goriiniiz.

O halde;
f(x) =sin"(mx+c) (ne Z,m,ceR)

g(x) =cos" (mx+c) (ne Z,m,ceR)

fonksiyonlarinda;

n tek ise fonksiyonlarin esas periyodu T = 2%

m
n cift ise fonksiyonlarin esas periyodu T = 7

olur.

Ornekler:

1. h(x) = sin?(5x + 4) fonksiyonunun periyodunu bulalim.
Fonksiyonun iissii ¢ift oldugundan;

T T

m 5
bulunur.

ne Zve m,ce€ R olmak tizere,

f(x)=tan" (mx + ¢)
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g(x) = cot"(mx+c)
fonksiyonlarinin periyodu: T = 7~ dir.
2. tan3(7x + 2) fonksiyonunun periyodunu bulahm.
Fonksiyonunun iissii periyodunu etkilemediginden,
T

m 7

bulunur.

40.13 Dar Acilar

Olgiisii 0° ile 90° arasinda olan acilara dar ac1 denildigini biliyorsunuz. Dar ac1-
lar1 radyan ve grad cinsinden belirleyiniz.

Standart konumuna yerlestirilen bir dar acinin bitim kenari, dik koordinat sis-
teminin birinci bélgesindedir.

Yandaki sekli inceleyiniz.
(A.A) ticgen benzerligi kuralindan,

A A A
POC~P10C1~P,0Cy -+
ve

l0C| _ 10C| _ 10Cy |
[OP| — [OP1| — |OP,]
yazilir. Ote yandan
10C]
|OP|

dir. Buradan,

=cosa

Komsu dik kenar uzunlugu

cosa = : — .
Hipoteniis uzunlugu

bulunur. Benzer sekilde,

|PC| _IP\Ci|_|PCal
|OP|~ [OPi| ~ |OP,]

ve

|CP|
——— =sina
OP |
dir. Buradan,

Kars1 dik kenar uzunlugu

sina = - - v
Hipoteniis uzunlugu
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bulunur.
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Yandaki sekli inceleyiniz.

A A A
TOA~T10A;~T»0A ---

ve

|TAl _1TiA| _ | Ta4|
|0A| ~ 10411~ 104,

yazilir.

| TA]| Kars1 dik kenar uzunlugu
tana = TOAl =>tana =

bulunur.

~ Komsu dik kenar uzunlugu

Yandaki sekli inceleyiniz.

A A A
KBO~K;BiO~K»B,0 -+

ve

IKB| _ |KiBil _ [K;Byl .
[0B| ~ 0B\l ~ OBy
oldugunu goriiniiz.

| K Komsu dik kenar uzunlugu
cota = —— = cota =

Kars1 dik kenar uzunlugu

Yukaridaki bagintilardan yararlanarak,

yazilir; yani,

Kars1 dik kenar uzunlugu
B Hipoteniis uzunlugu

sina

cose  Komsu dik kenar uzunlugu

Hipoteniis uzunlugu
Kars1 dik kenar uzunlugu

Komsu dik kenar uzunlugu
tana
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Siz de cota = 7 ve tan a - cot @ = 1 bagintilarini benzer yoldan bulunuz.

Sekildeki dik ticgenleri inceleyiniz.

OPS dik iicgeninden

Hipoteniis uzunlugu
Komsu dik kenar uzunlugu

seca =

OPD dik ticgeninden

Hipoteniis uzunlugu
Karsi dik kenar uzunlugu

csca =
yazilir.

Yukarida verilen bagintilardan

__1 _ 1
SeCa = s~ Ve csca = 5 —
oldugunu bulunuz.
Ornekler:

1. Dik kenar uzunluklari 1 birim olan ikizkenar dik tiggen yardimiyla 45°lik agi-
nin trigonometrik fonksiyonlarinin degerini bulalim:

Hipoteniis uzunlugu,

|AB]> = |BC]*+]|ACP
|AB]* = 1°+1°
|[AB? = 2
|AB| = V2
olur.
1 2
sin45° = —:£
N
1 2
cos450 = —=£
V2 2
tand5’ = 1
cota5? = 1
sec45’ = \/5
csc450 = \/5

bulunur.
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2. Bir kenar uzunlugu 2 birim olan eskenar {iggen yardimiyla 30° ve 60°lik aci-
larin trigonometrik fonksiyonlarinin degerini bulahim:

ABH dik iicgeninde;
3 1
sin60° = £;sin300:—,
2 2
1 3
cos60? = —;c03300:£,
2 2
3
tan60° = \/§;tan300=§,
3
cot60? = %;cotso‘):\@,
2vV3
sec60? = 2;sec300:T\/_,
2v3
csc60’ = T\/_;csc?;OO:Z

bulunur. Siz de yukaridaki 6rneklerde bulunan dikler (tiimler) agilarin trigono-
metrik oranlar arasindaki bagintilar1 yaziniz.

3. Asagida olciileri verilen agilarin trigonometrik oranlarini bulahm:

a) 750° b) 22 c) —840° d) 21m
Acilarin trigonometrik oranlarini yazmak i¢in esas 6lciileri bulunur.

a) Olciisii derece cinsinden verilen bir aginin esas olgiisiinii bulmak igin, aci
olciisiinden 360° nin tam katlar ¢ikarilir.

750 | 360
_720 | 2
30

1

750° =30° +2.360° = sin750° =sin30° = 5
3
= ¢c0s750° = cos30° = £
3
= tan750° = tan30° = %
= cot750° = cot30° = V3

bulunur.

b) Olgiisii radyan cinsinden verilen agilarin esas 6l¢iisiinii bulmak icin verilen
Ol¢iiden 27 nin tam katlar c¢ikarilir.
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bulunur.

c)

840 | 360
_720 | 2
120

—-840=-120-2.360
bulunur.

1049

/4
— =81+
4
33n T V2
sin— =sin— = —
4 4 2
337 T V2
COS—— =C0S— = —
4 4 2
33n T
tan— =tan— =1
4 4
33x
cotT =cot—=1

Esas 6l¢iisii yardimi ile ag1, birim ¢ember tizerinde cizilir. Trigonometrik degeri

bu aciyla aym ve dlciisii 90°den kiiciik ac1 bulunur.

A A
Sekildeki POC=P; OC, ve [OP tanjant ve cotanjant eksenini uzantisi olan [OP;

15101 ile kesmektedir. Bu durumda;

sin(—840°)
cos(—8400)
tan(—840°)

cot(—840%)

bulunur.
d)

cot(—=120%) = cot60° =

V3

sin(~120°) = —sin60° = ——,

2

1
cos(—1200) = —cos60° = —>

tan(—120°) = tan60° = /3,

V3
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2ln &«
—=—+452n
2 2
. 21nm ;1
= sin— =sin—=1
2
21w T
= cos— =cos—=0
2 2
21m T
= tan — =tan — = taniumsiz
2 2
21w T

= cot—— =cot—=0
2 2

bulunur.

4. Asagida, trigonometrik oranlarindan biri verilen acilarin diger trigonometrik
oranlarini bulalim:

b) cosO= %
73 d) coty=2

a) sina=
c) tanx=

[N [JV)

Bu 6rnekleri ¢ozebilmek i¢in dik ticgenlerden yararlanilir.

a) Dar acilardan birinin siniisii 3/4 olan
dik ticgenin taslak seklini cizelim. Bu {ig-

gende;
|BC|* = 4*-32
|BC> = 16-9
|IBC| = V7

bulunur. O halde,

V7
cosa = —
4
tana = 3 _3\/7
v7 o7
V7
cota = ?

olur.
d) Dar ac¢ilarindan birinin kotanjanti 2 olan dik {i¢geni ¢izelim. Bu iiggende;
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| AB[>=| BC|> +| AC|? coty=2
|AB|2=22+1 tany:%

. olur.
| AB|?>=5 smy:‘/TE
| AB|=V/5 cosy:%g

b ve c siklar1 da benzer yolla ¢oziilebilir.

5. Birim ¢cemberin denklemini siniis ve kosiniis fonksiyonlar cinsinden yaza-
Iim;

Sekilden;
cosa=a

sina=b

ve

a’+b*=1

yazilir. a ve b’'nin yerine esiti olan
trigonometrik fonksiyonlar1 yazarsak,

2

cos?a +sina=1

bulunur.
Bir acinin siniisii ile kosiniisiiniin kareleri toplami 1’e esittir.

6. a bir dar ag1 ve sina = % ise, @’nin diger trigonometrik oranlarini bulalim:

4
sinfa+cos’a=1 = (§)2+cosza:1
9 16
= cos“a=1-—
25

2 9
= cos"a=—
25

3
= cosa=-—
5
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olur.Diger taraftan,
sina 4/5
tana = tana = —
cosa 3/
4
= tana=-
3
(tana.cota =1)
3
=> cota=-—
4
bulunur.

7.sin15% = x ise, tan(—165°)yi x’e bagh olarak bulalim:

tan(—165%) = —tan 165° = — tan(180° — 15°) = tan 15°

sin?15% + c0s?15° = 1 = c0s?15° = 1 —sin®15° = cos15° = V1 - x2 olur.

sin15° X

cos150  1_ 42

tan15° =

ve

X
tan(—1650) =tan15’= ———

1—x?
bulunur.

8. Bir DEF ikizkenar ticgeninde cotD = ;—1 ise, cot F'nin trigonometrik oranini
bulalim:

Asagidaki sekli inceleyiniz. D'nin cotanjanti verildigine gore, E kosesinden DF
kenarina dik inelim. DE H dik ticgeninde;

|IDH| 4k
cotD=——=—
|EH| 3k

| DE|=|DF|=|DH|+| HF |=| HF |=1k olur.
o halde;

tF L
cotF=—=
3k

taul
W =
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bulunur.

Ali;'%i;2ti;2rmalar 40.3.

1. Asagida verilen fonksiyon degerleri yardimiyla istenen fonksiyon degerlerini
bulunuz.

a)sint = % ise csct =?

b) cost = % ise sect =2

c) sect= —g ise cost =?

d) csct= % ise sin ¢t =?
1

e)tant = -3 ise cott =?
f) cotr=5isetant =2
g) sinx = % Ve CoSXx = ‘/?E isetanx =2, cotx =2

2. Asagida verilen esitsizlikleri saglayan a degerlerine ait bolgeleri belirtiniz.

a)sina>0 b)sina<0
c)cosa>0 d)cosa<0
e)tana>0 f)tana<0
g)cota>0 h)cota<O0
i)seca>0 j)csca<O0

3. Dik koordinat diizleminde (x, y) ikilileriyle verilen noktalar orijine birlesti-
ren dogru parcalarinin Ox ekseniyle yaptig1 acilari ¢iziniz ve bu acilarin siniis,
kosiniis, tanjant ve kotanjant fonksiyonlarinin degerlerini bulunuz.

a) (1,—-1) b) (v3,1) o) (-1,-V3)
d) (-1,0) e) (—v6,v2) f) (V15,-v/3)
g) (0,1) h) (v2,v2)

4. Asagida verilen esitlikleri saglayan 6 aci1 6l¢iilerini bulunuz.

a) cosﬁ=% b) sinf = @ ¢) tanf = %5
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d) cotf = -1 e) sec0=-1 f) csc =-1
5. Asagidaki esitlikleri dogrulayan x degerlerini bulunuz.

a) sinx =cosx b) tanx = cotx
6. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
a) sin30° cos60° + cos30° sin 60° = sin 90°

b) cos405° cos(45°) + sin405° sin(45%) = cos360°

tan60° + tan 30°

C =tan90°
1 —tan60°tan30°

1+ cot30° cot60°
cot600 — cot 300

. —gj 0
e) sin60° = |/ 2=sin30

) 1 - cos60° = 2sin?30°

=cot30°

g) 1 —csc?45° = cot?45°

h) tan60° tan30° = sec60° — 1

7. Asagidaki sekilden de yararlanarak bir dik ticgende,
a) m(A) =30° ve b =2cm ise a ve c kenar uzunluklarini,
b) m(B) = 45° ve ¢ = 3cm ise b ve a kenar uzunluklarin,

c) a =3cm,b = 4cm ise B acisinin siniis, kosiniis ve tanjant fonksiyonlarinin
degerlerini bulunuz.

8. Asagidaki sekilde verilenlere gore saat kulesinin tepe noktasinin yiiksekligini
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bulunuz.

9. Asagidaki tabloyu uygun gercek sayilarla doldurunuz.

1055

a 300 [ 2109 | 3909 | 607

120° | 6009 | 459 | 1357 | 90° | 180°

270°

sina

cosa

tana

cota

10. V1 —sina.v1 + sin a ifadesini sadelestiriniz.

11. f(x) =sinx, g(x) =

x? ise (g o f)(135%’nin degerini bulunuz.

12.0<x< 7 vecotx= g olduguna gore,

sin® x — cos3 x

1+ cos2x

ifadesinin degerini bulunuz.

13. A§ag1daki fonksiyonlarin periyotlarini bulunuz.

b)y=4sin(£ ”)
d)y:2cos(x——)

ay=s; sm(x+4)
) y= 2s1n(2x+ 3)
e)y=s cos(x +4) f) y=tan(x+ ”)

g y= 3cos(2x— —)

h) y=3tan(x-3)

14. Asagida verilen fonksiyonlarin esas periyotlarini bulunuz.

a) y=2sin6x+7
oy= icot(7x+%)
e) y=+v3cot3x

g) y=5cos3x+sinx

3cos2x

l) Y= 2tanx
—2sin® x
k) y= cosZZx

m)y= sinfx+1
0)y= sin®(2x —3) + cot® 2x — %)

b) y= 5005—+3
dy= tan X +1
f) y—cotx+—

h) y=sinx+cotx

3sin3x
J) y= 500t5x

) y=cos®(2x—1)
n) y = tan?(3x — )
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40.14 Trigonometrik Tablo

Simdiye kadar hangi gercek sayilarin trigonometrik degerlerini bulabildiniz?
Nasil buldunuz?

Esas olgiileri 0, 30,45,60,90, 180,270 derece olan acilarin trigonometrik fonksi-
yonlarinin degerlerini, birim cember veya ticgenler yardimiyla bulabildik. An-
cak, bu yontemler, dlgiileri bu 6zel degerler disinda olan acilarin trigonometrik
oranlarini bulmaya elverisli degildir.

Biitilin acgilarin trigonometrik oranlarini hesaplamaya yarayan matematiksel yon-
temler vardir. Bu ydontemler bu dersin kapsami disindadir. S6z konusu yéntem-
lerle hesaplanan degerleri iceren trigonometrik tablolar yapilmistir. Bu tablo-
lardan, istenen her acinin trigonometrik oranlari bulunabilir. 0° —90° lik acilara
ait tablo, bir sonraki sayfadadir. Tabloyu dikkatle inceleyiniz. Neler tespit etti-
niz?

Aq1 olgiileri, tablonun sag ve sol baslarindaki siitunlarda yer almaktadir. Ayni
satirdaki ac1 olgiileri toplami 90° dir. Tiimler agilarin trigonometrik fonksiyon-
larinin degerleri arasindaki iliskileri hatirlayiniz. Trigonometrik fonksiyonlar,
birinci ve sonuncu satirda iki defa yazilmistir. Birinci siitundaki ag1 6lciileri
icin birinci satirdaki trigonometrik fonksiyonlar, sonuncu stitundaki aci 6l¢ii-
leri icin de sonuncu satirdaki trigonometrik fonksiyonlar alinmistir. Tablonun
sol tarafinda yukaridan asagiya, sag tarafinda ise asagidan yukariya dogru birer
ok vardir. Bu oklar, 0° den 45° ye kadar okumalarin yukaridan asagiya; 46°den
90%ye kadar okumalarin da asagidan yukariya dogru oldugunu belirtmek icin
konmustur. Iki yénlii okuma sayesinde ayni trigonometrik degerin iki defa ya-
zilmas1 6nlenmistir.

Derece satir ile ilgili fonksiyona ait stitunun kesistigi bolmedeki sayi, aranan
trigonometrik degeri verir. Tabloda okuma, verilene ve istenene bagh olarak,
ti¢ farkh sekilde uygulanir. Ayrica trigonometrik tablo yardimiyla cetvelde yer
almayan ac1 dl¢iilerinin trigonometrik fonksiyonlarinin degerleri bulunabilir.

Ornekler:
1. cos47° 20’ nin degerini bulalim:

Once 47° ve 48° nin kosiniislerini tablodan okuyalim. Ac1 dlciileri 45° den bii-
yiik oldugu icin tabloyu asagidan yukariya dogru kullaniriz.

cos47° = 0,820
cos48° = 0,6691
Deger farki = 0,0129

Ac1 dlgiisii 60" artinca kosiniis degeri 0,0129 azaliyor. Azalmanin dogrusal oldu-
gunu varsayip su dogru orantry1 kuralim:
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60’ 0,0129
20’ X
Buradan,
20)(0,0129
X = L =0,0043
60
bulunur. Ote yandan,
cos47°20' = cosa7’—x
= 0,6820-0043
= 0,6777

bulunur.

2.sina =0,2116 ve 0° < @ < —360° ise, a gercek sayisini bulalim.

Trigonometrik degerler tablosunun siniis siitununda
0,2116 sayisini arayalim. Bu say1 bulunmadigina gore, bir iist ve bir alt satir-
daki sayilar ile karsilarindaki ac1 6lgiilerini alalim. Bu degerlerin farki 60’ nin

sin13° 0,2250
sin12° 0,2079
Deger farki = 0,0171

siniisiine karsilik gelir.

sina
sin12°

Deger farki

Ac1 6lciisii artarken sintis degerinin dogrusal arttigini varsayalim.

0,0171 deger farki 60’ ya karsilik gelirse
0,0037 deger farki x’ ya karsilik gelir.

Bu dogru orantidan x bilinmeyeni ¢oziiliirse,

0,0037.60 ,

/=13
0,0171

13’

11

olur. a = 12° + x oldugunu varsaydigimiza gore,
a=12°13'

bulunur.

0,2116
0,2079
0,0037
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40.15 Grafikler
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Bir fonksiyonun grafigi denilince neler hatirliyorsunuz?

Daha 6nce birinci ve ikinci derece polinom fonksiyonlarin grafiklerini ¢izmis-
tiniz. Simdi de trigonometrik fonksiyonlarin grafiklerini ¢izecegiz.

Cosinus grafigi

Kosiniis fonksiyonunun grafigi, {(x, cos x) | x eR} kiimesinin elemanlar1 olan iki-
lilere dik koordinat diizleminde karsilik gelen noktalarin kiimesidir.

x'in baz1 6zel degerleri ile bu degerler icin cos x fonksiyonunun alacagi deger-

lerin olusturdugu (x, cos x) ikilileri sdyledir:

x=0 icin
x=m/2 icin
X=n icin
X = 37” icin
x=2m igin

(0,cos0)
(m/2,cosm/2)
(7T, cosm)

3 3
(55, cos <F)
(2m,cos2m)

©0,1)
(/2,0)
(T[) _1)
L0
@m,1)

Buna gore, x gercek sayisina baglh olarak
cos x fonksiyonunun degisimi de soyledir:

x,0'dan %’ye kadar artarken; cos x,1’ den 0’a kadar azalir.

x, 5 'den n’ye kadar artarken; cos x,0’ dan —1’e kadar azalir.
x,m'den 3T’T’ye kadar artarken; cos x,—1’ den 0’a kadar artar.
X, 37” 'den 2r’ye kadar artarken; cos x,0’ dan 1’e kadar artar.

Bu degisimleri tablo ile gosterelim:

X‘O

/2 7T

3n/2 27

cosx‘l AN

0 N -1

/!

0o / 1
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Sonug olarak, x € [0,27] i¢in cos x fonksiyonunun grafigi asagidaki sekildedir.

Secilen aralik, kosiniis fonksiyonunun periyoduna esittir. Grafik iki yénde sinir-
s1z olarak 27 periyotla devam eder.

Trigonometrik fonksiyonlarin grafikleri cizilirken,

1. Fonksiyonun esas periyodu bulunur.

2. Bulunan periyoda uygun aralik segilir.

3. Secilen aralikta fonksiyonun degisim tablosu diizenlenir.
4. Fonksiyonun grafigi cizilir.

Sinus grafigi

Vx €R icin sin(x + k.27) = sinx oldugundan fonksiyonun esas periyodu 2ndir.
[0,27r] nda sin x fonksiyonunun degisim tablosunu diizenleyelim ve bu tabloya
gore grafigini cizelim.
X ‘ 0 /2 b4 3m/2 2n
sinx [0 1 N\, 0 / -1 \. 0

Tanjant Grafigi

Vx € B— (5 +kn) ve k € Z} igin tan(x + kr) = tan x oldugundan fonksiyonun
esas periyodu 7 dir. 7/2 i¢in tanjant tanimli degildir. Neden?

[0, 7] - {3} arahigindaki fonksiyonun degisim tablosu ve grafigi soyledir:

x |0 #/6 m/4 w3 w2 27/3 3m/4 5m/6 w

tanx [0 2 1 V3 +4oo-o0 —v3 -1 =B 0
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40.16 Ters Trigonometrik Fonksiyonlar

Bir fonksiyonun tersinin olabilmesi i¢in bire bir ve 6rten olmasi gerekir. Hal-
buki trigonometrik fonksiyonlardan hic biri,R’denR ye bire bir ve 6rten degildir.
Ancak trigonometrik fonksiyonlarin tanim kiimelerinin uygun alt kiimeleri se-
cilerek bire bir ve 6rten olmasi saglanabilir. Bu tiir araliklar1 bularak; siniis, ko-
siniis, tanjant ve kotanjant fonksiyonlarinin ters fonksiyonlarini tanimlayalim.

y = f(x) fonksiyonunun grafigi ile y = f~!(x) ters fonksiyonunun grafigi y = x
dogrusuna gore simetriktirler. Dolayisiyla, y = f(x) fonksiyonunun grafigi bili-
niyorsa, ters fonksiyonunun grafigi simetri alinarak kolayca elde edilebilir. Asa-
gidaki grafiklerde bu gercegi kullaniniz.

Arcsinus Fonksiyonu

T 7T

Siniis fonksiyonun tanim araligini [— 351 alirsak, bu fonksiyon bire bir ve 6rten

olur. Bu durumda;
f:1=%,31 = [-1,1], f(x) = sin x fonksiyonunun ters fonksiyonu vardir. Bu fonk-
1

siyonu, sin™ " x veya arcsinx simgelerinden birisiyle gésterecegiz. Tabii, arcsin:
[_1) 1] - [_%) %] dir-

Bu tanima gore;

y=f(x)=sinx & x = f‘l(y)
< = sin7ly olur.
= = arcsiny

Eger ters fonksiyonda x ile y’ yi yer degistirirsek x = arcsin y yerine y = arcsinx
olur.

f~1(x) = arcsin x fonksiyonunun degisim tablosu ve grafigi soyledir:
V2 V2
X ‘ -1 5 0 >
arcsin x ‘ -/ -5 /0 J I J

NS -

arcsin x fonksiyonunun grafigi ile ayn araliktaki sin x fonksiyonunun grafiginin
¥y = x aclortay dogrusuna gore, simetrik oldugunu goriiniiz.

Bagka tanim araliklar icin arcsin x fonksiyonlarini elde edebilir miyiz2 Ornek
veriniz.

ArcCosinus Fonksiyonu

Kosiniis fonksiyonunun, bire bir ve 6rten oldugu tanim araliklarindan bir tanesi
[0, 7] dir.
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f~1(x) = cos~! xiletamiml f~!: [~1,1] — [0, 7] fonksiyonuna cos x’in ters fonk-
siyonu denir ve arccos x biciminde gosterilir. Bu tanima gore;

y=f(x)=cosx & x = [y
o = cosly olur.
o = arccosy

Eger x ile y’yi yer degistirirsek, x = arccos y yerine y = arccos x yazilabilir
f~1(x) = arccos x fonksiyonunun degisim tablosu ve grafigi soyledir:

X -1 _ Y2 0 V2 1
arccosx‘n . ?’TH N7 N T N0

Yukaridaki dik koordinat diizleminde arccos x ve cos x fonksiyonlarinin grafik-
lerini inceleyiniz. Neye gore simetrik olduklarini sdyleyiniz.

arccos x fonksiyonlari icin baska tanim araliklar1 bulunuz.

Arctanjant Fonksiyonu

Tanjant fonksiyonunun esas periyodu z'dir. Bu fonksiyon 7’nin tek katlar i¢in
tanimsizdir. O halde, tanjant fonksiyonunun bire bir ve 6rten oldugu tanim ara-

liklarindan bir tanesi (—%, %) dir.
f7'(x) = tan™! x ile tamml 7! : (—o0,+00) — (—%,%) fonksiyonuna tanx’in
ters fonksiyonu denir ve arctan x biciminde gosterilir. Bu tanima gore;
y=f(x)=tanx o x = fl(
& = tan"ly olur.
= = arctany

x ile y’yi yer degistirirsek, x = arctany yerine y = arctanx yazilabilir.

y = arctan x fonksiyonunun degisim tablosu ve grafigi soyledir:
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X |-0 -v3 -1 0
arctanx‘ —% —% 9

+00

w
I:n&l

B[ —
SIE]

Yukaridaki dik koordinat diizlemindeki arctan x ve tan x fonksiyonlarini karsi-
lastiriniz.

Arccotanjant Fonksiyonu

Kotanjant fonksiyonun esas periyodu n’dir. Bu fonksiyon k € Z olmak iizere kn
degerleri icin tanimsizdir. O halde kotanjant fonksiyonunun bire bir ve 6rten
oldugu tanim araliklarindan bir tanesi (0, ) dir.

f‘l(x) = cot™! x ile tanimh f‘1 : (00, +o0) — (0, 7) fonksiyonuna cotx’in ters
fonksiyonu denir ve arccotx biciminde gosterilir. Bu tanima gore; x € (0,71)
icin,

y=f(x)=cotx © x = [l
o = cotly olur.
N = arccoty

x ile y’yi yer degistirirsek, x = arccoty yerine y = arccotx yazilabilir.

y = arcotx fonksiyonunun degisim tablosu ve grafigi soyledir:
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+
—

X ‘ —00 -1 +00

arccotx‘ 7 \ 3T \

N E]Re
bl

N N\

~IN
/7
(=)

Yukaridaki dik koordinat diizleminde arccotx ve cotx fonksiyonlarinin grafik-
leri bir aradadur. Iki grafigin y = x agiortay dogrusuna gore simetrik olduklarini
goruntz.

arccotx fonksiyonu icin bagka tanim araliklari yaziniz.

Ornekler:

1. arcsin ‘/7‘;’ + arcsin(- ‘/72) ifadesinin degerini bulalim:

arcsin‘/T§ =x<osinx= ‘/7§

T T
. 2 . 2 _ __
arcsm(——‘{):yc»smy:-% =>X—3,y— 4olur.

. V3 . 2.7 b4 /4
arcsin — +arcsin(-—)=—+(—-—) = —
2 2 3 4 12

2. cos(arctan 3) ifadesinin degerini bulalim:
cos(arctan3) = x diyelim.

arctan3=u<tanu=3

olur. Bu esitlige uyan yandaki sekilden;
1

cos u = — olur.
V10

O halde, cos(arctan3) = ‘/1—1700 bulunur.
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40.17 Ucgende trigonometri

40.18 Cosinus teoremi

A
Herhangi bir ABC nin kenar
uzunluklan a, b, c ise,

a’ = b?%+c?-2bccosA
b> = a%+c?-2accosB
¢® = a®+b%-2abcosC
dir.
Ispat:

A
Yukaridaki sekilde goriildiigii gibi ABC ni, A kosesi ile orijin, AB kenari ile x
ekseni cakisacak sekilde cizelim.
Birim ¢gember AC kenarini P noktasinda kessin CC' L AB ve PH 1 AB gizelim.

Bu ¢izim sonucunda A(0,0) ve B(c,0) olur. C noktasinin koordinatlar (x, yo)
olsun.

Sekildeki

|AH| _|AC'| |PH| |CC'|
|AP|  |AC| |AP| |AC]

orantisi dikkate alinarak

Xo=bcosA ve yy=bsinA< C(bcosA,bsinA)

yazilir. Simdi | BC | uzunlugunu hesaplayalim:

|BCI= /(1 — )% + (1 — y2)?

bagintisinda degerleri yerlerine koyacak olursak,

= V(c—bcos A2+ (0— bsin A)2

a’> = ¢?—2bccosA+Db®cos® A+ b*sin® A
a’> = ¢?—2bccosA+b?(cos® A+sin® A)
—_——

1
a’> = b>+c®—2bccosA
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bulunur. Benzer yoldan diger esitlikleri de siz bulunuz.
Ornek:

A
Bir ABCde a =3 cm, b =4 cm ve ¢ =5 cm ise bu li¢cgenin agilarinin 6lciilerini
bulunuz.

—a®+b*+c*  -9+16+25 32 4 . 0
COsA = = =—==-=0,8=>m(A) =37
2bc 2.4.5 40 5
-b*+a*+c®> -16+9+25 18 3 . 0
cosB = = =—==-=0,6=>m(B)=53
2ac 2.3.5 30 5
2 2 2
—c“+a“+b -25+9+16 0 N
cosC = = :—:0:>m(C):900
2ab 2.34 24

bulunur. A ve B acilarinin dlciileri, trigonometri cetvelinden yaklasik degerler
olarak alinmistir.

40.19 Sinus teoremi

A
Herhangi bir ABC’nde kenar uzunluklari a, b, c ise

a b _
sinA sinB sinC

dir.
Ispat:

Asagidaki sekilde goriildiigii gibi AIAS Cnin ¢evrel cemberini ve C kdsesinden ge-
cen CD capini ¢izelim. | CD |= 2R dir.
Bu sekilde, ayni yayr géren cevre
agtlarin esitliginden,
m(A) <90° ve m(D) = m(A)
yazilabilir.
m(DBC) = 90° (¢apr goren cevre

agt)
DBC dik tiggeninde;
. . a a
sinD =sinA=— = — =2R
2R sin A
bulunur.

m(A) > 90° durumunda yandaki
sekli cizelim.
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| CD |= 2R olsun. Bu sekilde

m(DBC) = 90"
ve D ile A biitiinlerdir. Oyleyse,

sinD =sin A

dir. DBC dik iicgeninde

. . a a
sinD =sinA=—> 2R

2R sin A -
bulunur.

Diger taraftan A = 90° ise, sin A = 1 ve a = 2R olur. Bu durumda da

a
- =2R
sin A

bulunur.

A agis1 gibi B ve C acilar1 da ayni yolla ele alinarak

a b ¢
sinA  sinB sinC

bulunur.
Ornek:

A . R N
Bir ABC de a =3 cm, b =4 cm ve m(B) = 37° ise, ¢, m(A), m(B) ve ¢evrel cem-
berin yaricapini hesaplayiniz.

a b ¢
sinA sinB sinC
3 4 c
= = =
sinA sin37° sinC
3 4 c
= - = — = — :2R
sinA 0,8 sinC
3 R
> — =5=sinA===0,6=m(A) =53
sin A 5
= m(A)+m®B)+m(C) =180° = m(C) = 180° - 37° = 53° = 90°
c
> ———==5>c¢=51>c=5m
sin90°

= 2R=5=R=2,5cm

bulunur.
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40.20 Ucgenin alam

Ucgenin Alam

Bir licgende, bir kenar ile bu kenara ait yiiksekligin carpiminin yarisi, o tigge-
nin alanini veriyordu. Simdi de bir baska baginti ile ticgenin alanini bulmaya
calisalim:

Asagidaki sekli inceleyiniz.

ch
= < 1
4(ABC)h 2 ) = A(ABC) = =bcsin A
sinA= % = h,=bsinA 2

bulunur. Benzer sekilde diger bagintilar da bulunarak,

1
A(ABC) = EbcsinA
1 .
= —acsinB
2
1 .
= —absinC
2
yazilir.
Ornek:
a=5cm, b=8cmve m(C) =60° olan iicgenin alanim bulalim.
1 L1 3
A= zabsinC = 55.8% =10v3cm?

olur.

40.20.1 Tanjant teoremi

A
Bir ABC’de b > cise

b+c tanBiE

b-c  tanB3C

dir.

A
b > ¢ olmak iizere bir ABC ve bu iicgenin A kiésesi merkez ve ¢ kenar1 yaricap
olmak {izere bir cember cizelim. Cember, AC kenarim1 E'de kessin. E’'den BC
kenarina bir dikme inersek asagidaki sekli elde ederiz.
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ABE ikizkenar ticgeninde,

. B+C
m(E) = m(——)

2
DBE dik iicgeninde,
B+C |DB|
tan =—
BE|
EBC iiggeninde,

. B-C
m(EBC) = m(—2 )
ve BEF dik icgeninde

B-C |EF|
2  |BE|

tan

olur. Taraf tarafa bolersek,

B+C |DB|
tan== 1gg | DB|

B-C ~ [EF| ~ |EF
tan =5 IBE | |

bulunur.
Diger taraftan [EF]//[BD] oldugundan,

|IDB| b+c
EF| b-c¢
dir.
Son iki esitlikten
b+c¢ tan %
b-c  tanZ3C
bulunur.
Ornekler:

1. Dik kenar uzunluklar1 orani % = /3 +2 olan ABC dik iicgeninde B’nin 6lcii-
stinti bulalim.
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Dik kenarlar b ve ¢ olduguna gore;

. . A +m(B
m@B)+m@c) = 900:,%:450
b b+ 3+2+1
Z=V3+2 > C:\/_ =v3+3
c c 1
b— —
- c:\/§+2 1:\/§+1
c 1
N b+c V3+3
b-c 3+1

olur. Tanjant teoremine gore;
b+c tan% V3+3  tan45

= = =
b-c taanC V3+1 tan%7

V3+3 1 B-C V3+1
= = B_C:>tan =
\/§+1 tanT 2 \/§+3
B-C (V3)2?+v3-3V3-3 -2V3
= tan = =
2 (V3)2-9 6
B-C V3
= tan =—
2 3

B-C 0
= m(——)=30

cikar. Ohalde, m(B) - m(C) = 60° olur. Ote yandan, m(B) + m(C) = 90° idi. Bu
iki denklemden, 2m(B) = 150° ve buradan da

m(B) = 75°

bulunur.

2. Cevrel cemberinin yaricapi R =3 cm ve @ = 3 cm, b = 3v/3 cm, ¢ = 6 cm olan
ticgenin acilarinin dlciilerini bulalim:

Siniis teoremine gore,

a b c

sinA sinB sinC
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yazariz. Verilen degerleri yerlerine yazarsak,

3 33 6 53

sinA sinB sinC

3 . 3 1 . 0
= - =6=>sinA=-=-—->=>m(A) =30

sin A 6 2

3v3 3v3 3 .
o 33 nsne=33_ Y3 -6

sinB 6 2

6 N

> — =6=>sinC=-=1= m(C) =90°

sinC 6

bulunur.

3. m(B) = 120° ve gevrel cemberinin ¢ap1 61/3 cm olan ikizkenar tiggenin kenar
uzunluklarini ve alanini bulahm:

Ikizkenar ticggen ABC ise m(A) = m(C) = 30° olur.
Siniis teoremine gore,

a b c

sinA_sinB _sinC
dir.
Degerleri yerine yazar ve
sin120° = sin60° = ﬁ; sin300 = »
2 2
bagmtilarini da kullanirsak

a b c 63

sin300  sin120°  sin300

a b c
> —=——=-—=6V3
/2 3/2 1/2 V3

= a=3\/§cm

b=9cm
c=3V3cm
¢ikar. Ohalde, ticgenin alani,
1
A(ABC) = -—a.bsinC
1 1
= =3Vv3.9.—
2 V3 2
27V3

= sz
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olur.

4. Iki agisinin dlgiisii 60°,30° ve alan1 20v/3cm? olan tiggenin kenar uzunlukla-
rin1 bulalim:

ABC iicgeninde m(A) + m(B) + m(C) = 180° ve m(A) =60°, m(B) =30° oldu-
gundan m(C) = 90° olur. O halde, {icgenin alanindan sunlari yazabiliriz:

1 1
Ea.bsinC = A(ABC) > za.bsinSOO =20V3 = a.b=40V3
1 1

Ela.csinA = A(ABC) > zb.csinGOO =20v3= b.c=80

1 1
EacsinB = A(ABC) > 5a.csin300 =20vV3= a.c=80V3
olur. Bu {ic esitlikten yerine koyma yéntemiyle
a=2v30cm, b=2v10cm, c¢=4v10cm

bulunur.

5. Bir ABC iicgeninde a+ b+ c =2u ise
A(ABC) =V u(u—-a)(u-b)(u-c)

oldugunu gosterelim:

sin?A+cos’A=1=sin?A=1-cos’A= (1 -cosA)(1+cosA)
dir. Bu esitlikte cos A = b2+2c_;c—a2 degerini yerine koyup gerekli sadelestirmeyi

yaparsak, su sonugclar c¢ikar:

sin A= %[u(u— a)(u-b)(u-—0)]

= sinA= %\/u(u—a)(u—b)(u—c)

=3 %bcsinA: Vuu—a)(u-b)(u-c

= A(ABC)=vVuu—a)(u—-b)(u--c
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A
6. Bir ABCnin cevrel cemberinin yaricapi R ise,
abc
A(ABC) = —
4R

oldugunu bulalim:

1 . 1 . 1 .
A(ABC) = Eb.csmA = Ea.csmB = EabsmC

ve
a b ¢
sinA sinB sinC
idi.
A(ABC) = 1b.csinA 1 a abc
.( C)a 2b.csin }:A(ABC):—bc— = A(ABC) = —
SinA =35 2 2R 4R
bulunur.

40.21 yaylarin Toplami

Sekilde goriildugi gibi a,b
ve a-—b gercek sayllarinin birim
cember  iizerindeki  goriintiileri
strastyla P, Q ve R olsun.

Buna gore,
|AR|=|PQ|=| AR |=| PQ | olur. Bura-
dan,

| AR |= v/[cos(a— b) —1]2 + [sin(a— b) — 0]
| PQ |= v/ (cos a— cos b)? + (sin a — sin b)?
| AR =] PQ?

yazabiliriz.

[cos(a— b) —1]* + [sin(a — b)]? = (cos a — cos b)? + (sin a — sin b)?

Cosz(a— b)—2cos(a—b)+1 +sin2(a— b) = cos®a—2cosacosh + cos® b+
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sin® a—2sinasinb +sin® b
2 .2 _ 2 .2 2 27
cos“(a—b)+sin“(a—b)=1,cos“a+sin“a=1 ve cos“b+sin“b=1

yazarsak;

1-2cos(a—b)+1=1-2cosacosb—2sinasinb+1

cos(a—b) = cosacosb +sinasinb 1)

formidilii elde edilir. Bu formiilden hareket ederek diger formdilleri elde ederiz.

Va,b eR i¢in (1) formiiliinde b yerine (-b) koyar ve
cos(—b) =cosb. sin(—b)=-sinb
bagimtilarini kullanirsak
cos[a— (—b)] = cosacos(—b) +sinasin(-b)

bulunur; yani
cos(a+b) =cosacosb —sinasinb )

olur. Simdi Va, b €eR icin

sin(a—b) =sinacosb —cosasinb 3)
oldugunu gosterelim:
b/
sinfa—b) = cos[z —(a-Db)]
sinfla-b) = cos[(%—a) + D] "2)den"
sinfa—b) = cos(g —a)cosb— sin(g —a)sinb
sinfa—b) = sina.cosb - cosa.sinb

bulunur.

(3) formiiliinde b yerine (—b) yazarsak,
sin[a — (—b)] = sinacos(—b) — cos asin(—b)
olur. Bu esitliklerde cos(—b) = cos b ve sin(—b) = —sin b bagintilar1 kullanilirsa,

sin(a+b) =sinacosb + cosasinb 4)
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bulunur.

k € Z ve a,bve a+ b'nin her biri 7 + kx’'den farkli birer gercek say1 olmak iizere,

tana+tanb
tan(@a+b)= ——— (5)
1-tanatanb

dir. Gergekten,

sin(a+ b)
cos(a+ b)
sinacosb+ cosasinb

cosacosb—sinasinb
"cos acos b # 0dir. Pay ve paydayicosa.cosb ile bélelim,"

sinacosb cosasinb
cosacosbh ' cosacosb
cosacosb _ sinasinb
cosacosb cosacosb

tan(a+ b)

tana-+tanb
tan(a+b) = ——8 —
l1-tana.tanb

bulunur.

(5) formiiliinde b yerine (—b) koyar ve tan(—b) = —tan b esitligini kullanirsak,

tana +tan(—b)

tan[a + (=b)] = 1 —tanatan(—b)

tan(a—b) = tana—tanb ©)
" 1+tanatanb

olur.

k € Z ve a,bve a+ b’'nin her biri kr den farkli birer gercek say1 olmak tizere,

cotacotb-1

ta+b)= —— 7
cot(a+b) cota+ cotb @
dir. Gergekten,
b
sin(a+ b)

cosacosb-sinasinb

sinacosb +cosasinb
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sinasinb#0 dir. Payve payday1 sinasinb ile bolelim:

cosacosb _ sinasinb
sinasinb _ sinasinb

sinacosb , cosasinb
sinasinb sinasinb

cotacotb—-1
cota+coth

cot(a+ b)

bulunur.
(7) formiiliinde b yerine (—b) koyup, cot(—b) = —cot b esitligini kullanirsak,

cotacot(—b) —1

cotla+(=b)] = cota+ cot(—b)

cotacotb+1
cotfta-b)=———— (8)
cota—cotb

bulunur.
Ornekler:

1. 435° nin siniisiinii bulalim:

sin435° = sin(75° +360°) = sin75° = sin(30° +45°)
sin(30°+45°) = sin30°cos45° + cos30°sin45°
142 VB3
2 2 2 2
: V2(V3+1)
sin75 = ———
4
bulunur.
2. 611—2” radyanlik a¢inin tanjantini bulalim:

61w
tan —
12

b4 7 T
tan(— +5m) =tan — =tan(- — —)
12 12 3 4
tang—tany  V3-1
l+tanZtanZ  1+3.1
(V3-1)?
(V3+1D)(V3-1)
3-2v3+1
3-1
2-V3

bulunur.
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40.22 Yarim Ac1 Formiilleri

Bir 6nceki boliimde elde ettigimiz formiiller yardimiyla, (a + b) de b yerine a

koyarak cos2a,sin2a,tan2a ve cot2a formiillerini elde edelim:

cos(a+b) =cosacosb—-sinasinb "b yerine a koyalim,"

cos(a+ a) =cosacosa—sinasina

bulunur.

sin? a + cos?

cos2a=2cos’a—1 ve

elde edilir.

a=1idi.sin?a=1-cos

2 2

cos2a=cos“a—sin

2 2

sin(a+ a) = sinacosa+ cosasina

bulunur.

tan(a+a) =

bulunur.

cot(a+a) =

sin2a = 2sinacosa

tana+tana
l—-tanatana

2tana
tan2a= ———
1—tan2a
cotacota—1
cota+cota
cot?a—1
cot2a= ——

2cota

a,cos? a=1-sin® a yazilirsa,

cos2a=1-2sin’a

1)

)

3)

4)
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bulunur. (1),(2),(3) ve (4) formiillerinde a yerine a/2 koyarak yarim aci formiil-
lerini yazarsak,

24 . od
cosa = cos°— —sin®—
2 2

2a
= 2cos“°—-1
2
a
= 1-2sin’—=
2
a
2tan§

_ 24
ltan2

tana =

. . a a
sina = 2sin—cos—
2 2

2a
cot 5—1

cota = i
2cos§

bulunur.
Ornek:

cosa,sina nin tan § cinsinden hesaplayalim.

cosa = cos” § —sin

ve =cosa=
_ 2a 2 a
1 =cos 5 +sin” 3

2a
2 cos® £ — sin?
2

cos? § +sin

sin

ST NN

24 - .. PR
Pay ve payday1 cos” § ile bolelim:

=2 a
sin”~ -
1-—2
COSs 2
cosa= —
sin' B
1+ —=%
COS 2
1-tan* 4
cosa= S
1+ tan 5
bulunur.

sina =2sin £ cos £ .
2 2 2sin £ cos

a
ve =>sina= 2 22

2a - 2a
. cos? £ +sin® &
1:cos7‘§+sm7‘§ 2 2
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Pay ve paydayi cos? % yebolersek,

a
2tan§

singa= ————
1+tan? §

bulunur.

40.23 Doniisiim Formiilleri

Bir trigonometrik ifadenin logaritma ile ¢oziilebilmesi i¢in bu ifade degeri bo-
zulmadan ¢arpim, bo6liim veya bir terimin kuvveti biciminde yazilir. Bu isleme
doniisiim, elde edilen formiillere doniisiim formiilleri diyecegiz.

iki siniis toplam veya farkinin doniisiimii
sin(a+ b) =sinacos b+ cosasinb

sin(a— b) =sinacosb—cosasinb

idi. Bu iki esitlikten,
sin(a + b) +sin(a— b) =2sinacosb

sin(a + b) —sin(a— b) =2cosasinb

bulunur. Bu esitliklerde,

£

X+
X

(S
<

a+b=x _, a=
a-b=y b=

l\J|

degerlerini yerlerine koyarsak,

. . . Xty X—y
sinx+siny = 2sin —— cos ——
2 2
X+ X—
sinx—siny = ZCOSTySiI’ITy

elde edilir.

iki kosiniis toplam veya farkinin déniisiimii
cos(a+ b) = cosacosb—sinasinb

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb
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idi. Bu iki esitlikten,
cos(a+ b) + cos(a—b) =2cosacosb

cos(a+ b) —cos(a—b) = —2sinasinb
bulunur. Bu esitliklerde,
a+b=x } a= %
a-b=y b= %
degerlerini yerine koyarsak,

X+y X-y
COSX + COSy = 2C0Ss N cos >

X+ X—
COSX— COSy = —2sin xry sin xy
2 2
elde edilir.
Ters Doniisiim Formiilleri

Bazi1 durumlarda doniisiim formiillerinin terslerini kullaniriz. Yukaridaki esit-
liklerden kolayca elde edecegimiz bu formdiller sunlardir:

sinacosb = %[sin(a+ b) + sin(a — b)]
cosacosb = %[cos(a+b)+cos(u—b)]
cosasinb = %[sin(a+ b) —sin(a — b)]
sinasinb = —%[cos(a+b)—cos(a—b)]

iki tanjant toplam veya farkinin déniisiimii

sina sinb

tana+tanb =
cosa cosb

sinacos b+ cosasinb

cosacosb
sin(a+ b)

cosacosh

sina sinb

tana—tanb
cosa cosb

sinacosb—cosasinb

cosacosb
sin(a—b)
cosacosbh
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1+ cosu ve 1 — cos # nun doniisiimii

l1+cosu = cosO+cosu

O+u 0—u
cos
2

u —-u
= 2cos—cos(—)
2 2

= 2co0s

u
= 2cos®—
2
l-cosu = cosO—cosu
. . 0-u
= =2sin sin
2
u
= 2sin’—
2
1 +sinu ve 1 —sin # nun doniisiimii
;1
sin—=1
2
(n u) .(n+u)
cos(— — =) =sin(—+ —
4 2 4 2
esitliklerini kullanirsak,
. . T .
l+sinu = sin—+sinu
Z+u  f-u
= 2sin2 cos 2
2
LT U T U
= 2sin(—+ —=)cos(———)
4 2 4 2
.2 T U
= 2sin“(—+ =)
4 2
. LT,
l1-sinu = smg—smu

T u. . T U
= 2cos(—+ —=)sin(——-—=)
4 2 4 2
Lo T U
= 2sin“(—--—)
4 2

elde ederiz.

sinu + cosv nin doniisiimii

1
cosv = sm(z -0
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esitliginden,
. . . T
sinu+cosv = smu+sm(§—v)
L uts-v  u-3+v
= 2sin cos
2 2
.U mv u T v
= 2sin(=+-=—-=)cos(=——+ =)
2 4 2 2 4 2
bulunur.

Bir iicgenin acilarinin siniisleri toplaminin déniisiimii

.. A
Uggenimiz ABC ve ac olgiileri A, B, C olsun. sin B + sinC yi doniistiirelim ve

4 = Z — BIC esitligini kullanahm:

. . . . . B+ B-C
sinA+sinB+sinC = sinA+2sin cos 2
A A A B-C
= 2sin—cos— +2c0Ss—cos
2 2 2
A A -
= 2cos—(sin— +cos )
2 2
A B+C B-C
= 2cos—(cos + cos )
2 2 2
B+C + B-C B+C _ B-C
= 200S—2.C0s —2 2 cos—2 2
2 2 2
A B
= 4c0S—C0S—C0S—
2 2 2
elde edilir.
1—-tan es s _se e
l+tanu,1—tanuve 1 anz nun doniisiimii
T sin(% +u)
l+tanu=tan—+tanu= ——5x——
cos 7 cosu
\/isin(% +u)
1+tanu=——"——+ 1)
cosu
elde edilir.
T sin(% —u)
l-tanu=tan——tanu= ——5-——
4 COS 5 COSU

4
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V2sin(§ —u)
cosu

1-tanu= 2)

elde edilir.

(1) ve (2) formiillerini taraf tarafa bolersek,

l-tanu _sin(7—uw) sin(7-u)

l+tanu sin(% +u) B cos(y —u)

"sin(C +u) = cos( — u)"
SIn(—+ u) =CoS(——Uu
4 4

1-tanu T
— =tan(— —u)
1+tanu 4

elde edilir.
Ornekler:

1. cotu + cotv ifadesini carpim haline déniistiirelim:

cosu CcOsSv cosusinv+sinucosv

cotu+cotv=— - = - -
sinu sinv sinusinv
sin(u + v)
cotu+coty = ——
sinusin v

elde edilir. Siz de benzer sekilde cotu — cotv ifadesini carpim haline getiriniz.

2.1+ cotu ifadesini ¢carpim haline doniistiirelim.

T sin(% + u) gy T,
1+cotu=cot—+cotu=——5— cot—=1
4 singzsinu 4
\/Esin(% +u) b T 1"
l+cotu=———— sin— = —
sinu 4 2

elde edilir. Siz de benzer sekilde 1 — cotu ifadesini carpim haline doniistiiriiniiz.

3. Asagida verilen 3a nin trigonometrik fonksiyonlarin1 @ nin trigonometrik
fonksiyonlar tiirtinden yazalim.

a) sin3a b) cos3a c) tan3a

Coziimler:
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a) sin3a = sinQa+a)
= sin2acosa +cos2asina
= 2sinacosacosa+(1—-2sin’a)sina
= 2sinacos’a+sina—2sin®a
= ZSinoc(l—sinza)+sina—251n3a
= 2sina-2sin®a+sina-2sin®a

= 3sina-4sin’a

b) cos3a = cosRa+a)
= cos2acosa—sin2asina
= (2cos’a—1)cosa—2sinacosasina
= 2cos’a—-cosa—2sinacosa
= 2cos’a—cosa—2(1-cos’a)cosa
= 2cosPa—cosa—2cosa+2cosia

3

= 4cos’a—3cosa

c)

tan3a tan(2a + a)

tan2a +tana

1 -tan2atana

2tana
T—ar’a +tana

] — 2tana
1-tan® a
2tana+tana—tan®a
1-tana
1-tan?a—2tan?a
1-tan?a
3tana —tan®a

1-3tan?a

tana

Siz de cot3a’y1 cota tiiriinden bulunuz.
Ali; V213 Y2ti;2rmalar 40.4.
1. Asagida verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.

a)y=1-sinx b) y =cos2x
¢ f(x)=2tanx—-1 d) f(x) =|sinx|
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. Kenar uzunluklar1 5 cm, 6 cm, 7 cm olan ti¢ggenin alanini bulunuz.

Bir ABC ii¢geninin alam 5¢cm? ve b = 4cm, ¢ = 5¢m ise A agisinin 6lgii-
siinii bulunuz.

Bir ABC ii¢geninde kenar uzunluklar a, b, ¢ ve gevrel cemberin yarigapi
Rise,

A
A(ABC) = a.b.c

oldugunu gosteriniz.

Kenar uzunluklari @ = 2v/3,b = 2 ve ¢ = 4 birim olan iicgenin aci dlciile-
rini bulunuz.

Sekilde verilenler yardimiyla ABC
ve ADE {iggenlerinin alanlar1 arasindaki
orani m ve n cinsinden bulunuz.

Sekildeki ABCD kirisler dortgeninde
verilenler yardimiyla x’i derece
cinsinden bulunuz.

Sekilde verilen ABCD dértgeninin
alanini, x acisiile e ve f kosegenleri
cinsinden veren bagintiy1 bulunuz.

Asagidaki esitliklerin varligini gosteriniz.
sinx  1-cosx b cscx—1  cotx

1+cosx sinx cotx cscx+1
tan® x — cot® x ) )
) — =tan“x+cot“x+1

2

tanx — cotx
d) sin(x + y) sin(x — y) = sin

e) cos(x + y)cos(x— y) =cos

x—sin®y
2x—sin®y
/1 b/
f) tan(— + x) —tan(— — x) = 2tan2x
2sin(a+ b)

=t tanb
8 cos(a+ b) + cos(a—b) anattan

h) sin2a=———
tana+ cota
i) cos?2x — sin? x = cos xcos3x
X sin2x COS X X
j) . =tan -
1+cos2x 1+cosx 2
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10

11.

12

13.

w

14.

15.

16.

17

18

19

cos2a —cosda

——  =tana-tan3a

cos2a +cosda | .

D sinx+sin3x+sin5x sin3x
cosx+cos3x+cos5x cos3x

m) sin3x = 3sinx —4sind x

. Bir dik tiggenin acilar1 A, B, C ve m(A) = 90 ise asagidaki esitliklerin var-
lig1n1 gosteriniz.
a) sin? A =sin? B +sin?C b) sin? A+sin? B+sin?C =2
X,¥, z bir licgenin i¢ acilarinin élgiileri ise asagidaki esitliklerin varhigini
gosteriniz.
) cosx cosy cosz  _

sinx-siny = sinx-sinz = sinx-sinz
b) sin2x+sin2y+sin2z =4sinx-siny-sinz
cJtanx+tany+tanz=tanx-tany-tanz

. Asagidaki ifadeleri carpim haline getiriniz.
a) 1+2cosx+cos2x b) 1+sinx+cosx

sin(a+b)+sin(a—b)

cos(atb)—cos(@=D) ifadesini sadelestiriniz.

cos9° = x ise sin63”’yi x cinsinden bulunuz.
sin75% +sin 15° — cos 75° + cos 15 ifadesinin degerini bulunuz.
tan 105°"nin degerini bulunuz.

. Asagida soldaki sekilde verilen ABCD karesinde
1
|CE|=—1BC|
4

ise tan x’in degerini bulunuz.

. Yukarida sagdaki sekilde verilenlere gére, tan x’i hesaplayiniz.

. c0s215° cos35° +5in215%sin35° ifadesinin degerini bulunuz.
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20. sec®15% + csc?15 ifadesinin degerini bulunuz.

21. co0s165° - cos105° ifadesinin degerini bulunuz.

,sinx = ;7 ve cosx = % olduguna gore x kactir?

22. 0

IA

X

IA
NS

23. 0 <x < 7 olmak {izere
. 1
sinx=—, cosx=—
3 3

ise x kactir?
24. sin410° —sin40° ifadesinin degerini bulunuz.
25. Asagidaki ifadeyi sadelestiriniz.

sin6x +sin4x
cos7x—cos3x

40.24 Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevleri

Bu kesim Tiirev konusu islendikten sonra ele alimmalidir.

Trigonometrik fonksiyonlar,
sin, cos, tan, cot, sec, cscC

simgeleriyle gosterilen fonksiyonlardir. Trigonometrik fonksiyonlarin herbiri sin
fonksiyonu cinsinden ifade edilebilir. Dolayisiyla, yalnizca sin fonksiyonunun

tlirevini bilmek yeterli olacaktir. Tabii, istenirse, tiirev tanimindan hareketle tri-

gonometrik fonksiyonlarin herbirisinin tiirevi aranabilir. Ama, matematikte bi-

linenleri kullanarak bilinmeyenlei agiga ¢ikarmak daha iyi bir yontemdir.

sin Fonksiyonunun Tiirevi

y=sinx =y’ =cosx (40.1)
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Kanat:

sin(x+ h) —sinx
h
sinxcosh+sinhcosx—sinx

h
(smx(cos h-1 sinh )
SX

) T

= (sinx)' = lim
h—0

smx(cosh— 1)) ( .
m lim
-0 h—0

= lim

h—

(l sinx(1 - 2sin? (¢ )—1)) ( sinh
h—

COS x)

+(1
1 A im cos x)

h—0

sm(%) . sinh
llm smx(sm( )( h +(}11m A cosx)
)

=sinx. lim (sin(ﬁ) lim 27+ (lim sinfh
B "h—0 2 h—0 g h—0 h

=sinx.0.1+1.cosx

=C0SX
cos Fonksiyonunun Tiirevi

y=cosx=y' =—sinx

oldugunu gosteriniz.

. 2. X

y=cosx= y=1-2sin (E)

esitligi ile cos2¢ = 2sin t cos ¢ eitligi kullanilirsa,

= (1 —Zsinz(f)), = —Zsin(f) cos(f)
y= 27 2 2
=—cosx

cikar.

tan Fonksiyonunun Tiirevi

2
=tanx =y = 1+tan“x =
y y sec’x

1087

(40.2)

(40.3)
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oldugunu gosteriniz.

sinx

=tanx =
y CosXx

esitliginde béliimiin tiirevi kullanilirsa,

, (sinx)
y =
CcoS X
cos? x +sin? x

cos? x
1 2 2
= 5~ = Sec x=1+tan“x
COS~ X

cikar.

cot Fonksiyonunun Tiirevi

1
sec’x

y=cotx=y' =1+tan’x = (40.4)

oldugunu gosteriniz.

sinx
y=tanx =

COosXx

esitliginde boliimiin tiirevi kullanilirsa,

;_(Cosxy
_(sinx)
B —sin® x — cos® x
B sin? x

_1 2

=——— =-sec x=-1-cot’x
sin“ x

cikar

Asagidaki formiillerde u = u(x) oldugunu kabul ediyoruz.
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10.

11.

12.

y =sin u(x)
y = cos u(x)
y =tan u(x)

y =cotu(x)

y=secu(x)

y=cscu(x)

y= sin”! u(x)
y= cos L u(x)
y= tan™! u(x)
y= cot ! u(x)

y= sec! u(x)

y= csc! u(x)

’—isin
Y Cdx

!
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du
u(x) =cosu(x)—
dx

= icos u(x) = —sin u(x)@
V= dx B dx

! = itan u(x) = sec? u(x)@
V= dx B dx

y = 4 cotu(x) = —csc? u(x)—
dx dx

du

¥ = (secu(x)) =secu(x).tanu(x).u’

y' = (cscu(x)) = —cscu(x).cotu(x).u’'

y' = i(sin_1 u(x)) =
dx 1-u?

y = i(cos_l u(x)) = 1 ﬂ
dx Vi—u? dx

y = i(tan_1 u(x)) = @ (Jul<1)
dx 1-u? dx’

y' = i(cot‘1 u(x) = _ 1 du (lul>1)
dx 1-u? dx’

, d 21 1 du

y = %(SEC u(x)) = ma

y' = i(csc_1 u(x) = _—1@
dx uv1l—u2 dx



