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Bolim

Diziler

Tanim 9.1

ag, Ay, az,...,0y,... 9.1)

biciminde siralanmig sayilar kiimesine dizi denilir. {a,}, (@), {an};., gibi
gosterimler kullanilir. Bu gosterimlerde, i dogal sayisina indis, a; sayisina di-
zinin i—inci terimi denilir. Indisler igin herhangi bir degisken kullanilabilir.
n,i,k, m gibi harfleri kullanmak bir aliskanlik haline gelmistir. Dizinin indis-
leri 0’dan baslamak yerine herhani bir dogal sayidan baslayabilir: {a,}}. .. Bu
kitapta (0,1,2,3,..., n,... indislerini dogal say1, a, nesnelerini birer gercel say1
kabul edecegiz. Bazen indisleri dogal sayilarin i} < i, < i3 <--- < i, <... kosu-
lunu saglayan bir alt kiimesi olarak da alabiliriz. Bu durumda dizi tanimi

Aiyy Ajyy Ajyyee ey Ajyy e 9.2)

bi¢imini alir. Indis kiimesi sonlu ise dizi sonlu bir dizi, indis kiimesi sonsuz ise
dizi sonsuz bir dizi olur.

Tabii, Burada yaptigimiz dizi tanimi, genel dizi tanimina kisit koymak-
tadir. Daha genel bicimiyle indisler tam sirali bir kiimeden ve a; nesneleri her
hangi bir matematik uzaydan (yap1) alinabilir. Topolojik uzaylarda dizi kavrami
ag (nets) ve siizgeg (filters) kavramlarina genellesir. Ancak bu kitapta yukarida
soyledigimiz gibi dizileri kisith tanimiyla inceleyecegiz. Fonksiyon kavramini
kullanarak dizileri sdyle de tanimlayabiliriz:

fN—-R 9.3)
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fonksiyonu bir dizidir. Insilerin biitiin dogal sayilar1 doldurmadig: hali soyle ta-
nimlayabiliriz: M < N olamak iizere,

g:M—R 9.4)

fonksiyonu bir dizidir.

Dizileri géstermek igin terimlerini {} parantezi icine yazariz. Ornegin,
{0,1,2,3...}

tamsayilar dizisini gosterir. Ancak parantez icine yazdigimiz sonlu sayida terim,
dizinin 6teki terimlerini belirleyen bir kurali icermelidir. Ornegin,

{2,4,6...}

cift tamsayilar dizisini,
{21,22,2% .}

dizisi 2 nin ardisik kuvvetlerini gdsterir. Ama rasgele
{3,19,35,37,...}

dizisi verildiginde dizinin 6teki terimlerini bulmaya yarayan bir kural cikara-
may1z. O durumda s6z konusu dizi ile biraz sonra gorecegimiz dizi islemlerini
yapamayiz. O nedenle, genellikle, diziyi, terimlerini belirli kilan kural ile bir-
likte tanimlariz: Bunun i¢in bazen diziyi tanimlayan fonksiyonu ya da dizinin
terimlerini belirleyen kurali yazariz: M < N olmak {izere

{n| ne M}
{2n| ne M}
2" ne M}

dizilerinin terimleri apacik belirli olur. Bazen kisaligi saglamak icin, a; terimleri
belirli ise ya da genel bir diziden s6z ediyorsak

{aitiem

yazacagiz. Indislerin hangi kiimeden alindig belli ise M kiimesini yazmaya ge-
rek kalmaz.
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9.1 Sifir Dizisi

Limiti 0 olan dizilere sifir dizisi denilir.

Ornek 9.1 biitiin trimleri 0 olan dizi bir sifir dizisidir.

{0} =1{0,0,0,...,0,...}

dizisi bir sifir dizisidir. Bu dizinin 0’a yakinsadig1 apaciktir.

9.2 Sabit Dizi

a sabit bir say1 olmak {izere her i indisi i¢in a; = a olan diziye sabit dizi denilir.
Sabit dizi,

{a}=1{a,a,a,..} (9.5)

biciminde her terimi sabit bir sayiya esit olan dizidir.
Ornek 9.2 {1j=1,1,1,...

dizisi her terimi 1 olan sabit bir dizidir.

Almasik Dizi:
{(_1)”}%0:0:{1’_1’1,_1’ 17_]-)--- (96)

ifadesinde soldaki gosterim sagdaki diziyi belirlemeye yeterlidir. Genel olarak
ardisik iki terimi farklsi isaretli olan dizilere emphalmasik (alterne) dizi denilir.

9.3 Parcali Dizi

Bazen dizinin terimleri parcal fonksiyon tanimi gibi yazilabilir:

n, ntekise
bn = {

1 ofy s
-, ngiftise
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9.4 Sinirh Dizi

i indisine bagh olmaksizin

-K<a;<K 9.7)
kosulunu saglayacak bicimde bir K > 0 sayis1 varsa {a;} dizisine smirli, degilse
siirsiz bir dizi denilir. Ornegin {%}, {(=1)"™} ve {sin(nx)} dizileri sinirly, {n}, {n'}
ve {2} dizileri sinirsizdir.
Carpansal Dizi

{n}=1{1,1.2,1.2.3,1.2.3.4,...} ={1,2,6,24,120,720,5040,.. .}

dizisine carpansal (faktoryel) dizi denilir.

9.5 Yinelgen Formiil

Bazen dizinin terimleri yinelgen (recursive) formiille tanimlanbilir. Ornegin,
Fp=Fy1+Fu2
dizisinin terimleri
{0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, ...}
dir. Bu diziye Fibonacci dizisi denilir. Bu dizi dogada ¢ogalma formiilii olarak
bilinir.
Yukarida yazdigimiz {n!} serisini yinelegen bir formiille de yazabiliriz:

a =1, n=2=a,=na-

Dizileri fonksiyon olarak tanimlarsak, dizilerin 6zeliklerini ortaya koyar-
ken fonksiyonlarin biitiin 6zeliklerini kullanabiliriz.

9.6 Monoton Dizi

Tanim 9.2

* {ay} dizisinin ardisik terimleri arsinda a,, < a,+; bagintisi varsa {a,} dizi-
sine artan dizi denilir.
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* {a,} dizisinin ardisik terimleri arsinda a, > a;+1 bagintis1 varsa {a;} dizi-
sine azalan dizi denilir.

* {a,} dizisinin ardisik terimleri arsinda a, < a;+; bagintis1 varsa {a;} dizi-
sine azalmayan dizi denilir.

¢ {a,} dizisinin ardisik terimleri arsinda a, = a;1 bagintis1 varsa {a;} dizi-
sine artmayan dizi denilir.

Tanim 9.3 Artan, azalan, artmayan ya da azalmayan dizilere monoton dizi de-
nilir.

Farkli kaynaklarda azalmayan terimi artan, artmayan terimi yerine azalan te-
rimleri kullanilmaktadir. Bazilarinda anlami giliclendirmek amaciyla <, = ye-
rine <> operatorleri gelince "kesin azalan" (stricly decreasding) ya da "kesin
artan" nitelemeleri kullanilir. Bu kitapta Tanim (9.2) tanimlar1 kullanilacaktir.

9.7 Aritmetik Dizi

Bir dizinin ardisik iki terimi arasindaki fark sabit bir ¢ sayisina esitse, dizi bir
aritmetic dizidir. ¢ sayisina ortak fark denilir. , Aritmetic dizinin bir terimi ve
orta fark biliniyorsa, biitlin dizi olusturulabilir.

Ornek 9.3 {n}=10,1,2,3,...,n,...
Dogal sayilar dizisi ortak farki 1 olan bir aritmetik dizidir.

Ornek 9.4 3,1,19,27,35,...

dizisi ortak farki 8 olan bir aritmetik dizidir.

9.8 Geometrik Dizi

Bir dizinin ardisik iki teriminin birbirlerine orani sabit bir A sayisina esitse, dizi
bir geometrik dizidir. A sayisina ortak oran denilir. Afrdisik iki terimden biiyiik
indisli terimi kiiciik indisli terime bélmek bir gelenektir. Geometrik dizinin bir
terimi ve ortak orani biliniyorsa, biitiin dizi olusturulabilir.

Sabit bir r sayisinin kuvvetleri biciminde olan diziler geometrik dizidir.

Ornek 9.5 {r}={0,r,r%,r3,...,r",..}
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dizisi ortak orani r olan bir geometrik dizidir.
Ornek 9.6 {3,%,2,6,18,...}

dizisi ortak orani 3 olan bir geometrik dizidir.

9.9 Harmonik Dizi

Bir aritmetik dizinin terimlerinin ¢carpmaya gore terslerinden olusan diziye har-
monik dizi denilir. {x;} bir aritmetik dizi ise, onun iirettigi harmonik dizi,

{1}_{111 1 } 0.8
g Gl Pt R I .
bicimindedir.

Ornek 9.7 {%}={1,%,%,%,...,%,...}

dizisi dogal sayilarin iirettigi harmonik dizidir. Genel olarak a,b,c sayilar1 ara-
sinda

2ac

(harmonik baginti)
a+c

bagintisi varsa, bu ii¢ sayiya harmonik baglidir denilir. Bu durumda bagintiya
da harmonik baginti denilir. Harmonik dizinin ardisik {i¢ terimi birbirlerine
harmonik baghdir. harmonik seride ardisik ii¢ terim arasinda

2(5) (=)
77+ (=5)

bagintisi vardir.

(n—infty)

9.10 Dizinin Limiti

Diziyi bir fonksiyon olarak tanimladigimiza gore, fonksiyonlar icin bildigimiz
limit tanimini dizilere de uygulayabiliriz:

lim f(x)=L = lima,=L 9.9
X—00 n—oo
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ise {a,} dizisinin limiti vardir ve L’ye esittir denilir. Bazen bunu
an—L (n—o0) (9.10)

ile de gosteririz. Limit tanmimini fonksiyonlarin limitinin 6zel bir hali olarak al-
madan, diziler i¢in limit tanimini dogrudan yapabiliriz:

Her e > 0icin
n=N=|a,—Ll<e 9.11)

olacak bicimde bir N > 0 sayisi1 varsa, {a,} dizisinin limiti vardir ve L’ye esittir.
Bu kosulu saglayan dizilere yakinsak dizi, saglamayankara iraksak dizi denilir.

Ornek 9.8 Sabit dizi yakinsar

Ispat: Sabit dizi terimleri sabit olan dizidir. {a} sabit dizisini f(x) =
a (a sabit) fonksiyonunun tanim bélgesi dogal sayilara kisitlanmig 6zel hali
olarak diisiiniirsek,

lim f(x)=lima=a = lima,=lima=a

X—00 X—00 n—oo X—00
gerektirmesinden cikarabiliriz. Ama istersek, dogrudan dizinin limiti i¢in Ta-
nim (9.11)’i de saglayabiliriz. Gercekten L = a konumyla her € > 0 icin |a, —al =
|a— al =0 < € kosulu her » indisi i¢in saglanir.

Ornek 9.9 Harmonik dizi yakinsar

Ispat: Harmonik dizi {1} dizisidir. Bu diziyi f(n) = 1 fonksiyonunun 6zel
hali olarak diistiniirsek, ispat1

1
Iim - =0 = lim—=0
n—oo x n—oo x

gerektirmesinin sonucu olarak yazabiliriz. Ancak dizinin limiti tanimindan git-
mek istersek Tanim (9.11)’i de saglayabiliriz. Her € > 0 icin

n>N=la,—-0|<e¢

kosulunu saglayan bir N > 0 sayisinin varligini gostermeliyiz. Arsimed kura-
lindan her 7 sayisindan daha biiyiik bir N dogal sayisinin varhigini biliyoruz.
Verilen € sayis1 icin

1 1 1 1
(—<N)©(—<e)©(n>N:—<—<e
€ N n N
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olacaktir. buradan
1 1 1 1
n>No —<—<eoela,-0l=—<—=<e
n N n N
¢ikar. Dolayisiyla lim,, .o @, — 0 olur.

Ornek 9.10
{(-10" 9.12)

dizisi iraksaktir.

Bu dizi

-1, n (tekise)
Y1 41, nm cift ise)

bi¢ciminde yazilabilir. Her L | igin |a, — L| = 1 esitsizligini saglayan 7 indileri var
olacaktir. Oyleyse hig bir € < 1 igin (9.11) yakinsama kosulu saglanmaz. Dolayi-
styla dizi iraksaktir.

9.11 Dizilerde Cebisel islemler

Dizileri birer fonksiyon olarak gordiiglimiiz zaman foksiyonlar iizerinde yapi-
lan cebirsel islmlerin diziler {izerinde de yapilabilecegi ortaya ¢ikar. Diziler kii-
mesinde toplama, ¢ikarma, carpma ve bélme islemleri, fonksiyonlar icin yap-
tiklarimiza benzer olarak tanimlanabilir:

Tanim 9.4

{a,} ve {by} iki dizi ve A bir sabit say1 ise

Man} = {Aay} (9.13)

{an} +1{bp} =1{a, + by} (9.14)
{an} —{bn} ={an— by} (9.15)
{an} Abn} = {an.by} (9.16)
iZZi = Z—Z (by, #0) (9.17)
(9.18)

Bu tamimlaradan anlasildigl iizere, diziler tizerinde dort islem, ayni indisli te-
rimler lizerinde yapilan islemler cinsinden ifade edilmektedir. Cebirsel islem-
leri béyle tanimlayinca, dizilerin limitleri icin de benzer tanimlar yapilabilir.
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Teorem 9.1
lim,,_.0 an = a, limy,_. b, = b ve A sabit gercel say ise,

r}ii{}o Man}) = ,}iilgo{lan} =Aa
lim ({an} +{bn}) = lim a, + lim b, =a+b
lim ({a,}—{b,}) = lim a,— lim b,=a-»b
n—oo n—oo n—oo
’111_1}30({an}.{bn}) = lim “n-,}il&,bn =a.b

n—oo
an lim,,— an

. {an} . a
1 =1 — === by, b#0
”l_r’go({bn}) "I_I’Iolo(bn) limy.oby, b (O b7 0)

olur. Bu sonuclar tamamen fonksiyonlar icin B6liim 9'de ifade edilen Teorem
(10.8)'nin dizilere uygulanmis halidir.

Uyar 9.1 Limiti olan bir dizide bastan sonlu sayida terimin atilmast ya da on-
larin baska sayilarla degistirilmesi limit degerine etki etmez.

Bunu gormek kolaydir. Dizide bastan itibaren atilan ya dadegeri degistirilen
sonlu terimlerin sayis1 M tane ise limit taniminda M < N almak yetecektir.

Bu uyar geregince yukarida paydaya bastan sonlu sayida 0 geliyorsa, o
terimleri iceren sonlu sayida terim atilir; geriye kalan sonsuz terimle islem ya-
pilir. Islem sonucu degismez. Yine, iki dizinin bastan sonlu sayidaki terimleri
haric, geri kalan biitiin terimlerde ayni indisli terimler birbirlrine esit oluyorsa,
s6zkonusu iki dizinin limitleri birbirlerine esit olur. O nedenle, yakinsak diziler
kiimesinde limitlerin esitligi, bir denklik bagintis1 olusturur. Bu bagintiya gore
denklik siniflarini dizi olarak tanimlayabiliriz. Boylece ayni nitelikteki dizilerin
islevlerinin cakismasindan kurtulabiliriz.

Teorem 9.2 Yakinsak her dizi sitnirlidir.

Ispat:

lim;,— a, = L ise, tamim uyarinca 6yle bir M dogal sayis1 var ki her € > 0
icinn> N= L—¢€ < a, < L+ ¢ olmasini gerektirir. € = 1 alahm. n > M ise |a,| <
L+1olur. K = max{ag,a1,a—2,...,a,} olsun N = max{K, M} olmak iizere her
n indisi icin a, < N olocaktir. O halde yakinsak {a;} disisi sinirhdir.

Teorem (9.2) nin zayif karsitini s6yle ifade edebiliriz:

Teorem 9.3 Sinirsiz her dizi iraksaktir.
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Ispat: Ispat olmayana ergi ile yapilabilir. Dizi yakinsak olsaydi Teorem
(9.2) uyarinca sinirh olurdu.

Teorem (9.3)’yi tamamlayarak Teorem (9.2)’in karsitini veren 6nemli so-
nuc sudur:

Teorem 9.4 Sinirli her monoton dizi yakinsar

Ispat: {a,} stmrl monoton artan ya da azalmayan bir dizi olsun. Smirlilik
nedeniyle, her n indisii¢in a, < M olacak bicimde bir M > 0 sayis1 vardir. Bu M
sayis1 dizinin bir st sinir1 olur. Tabii, dizinin sonsuz ¢oklukta iist sinir1 vardir ve
M < K ise K sayis1 da bir iist sinir olur. Gergel sayilarin tamlig1 nedeniyle dizinin
st sinirlar arasinda en kiiciik olan bir L sayisi vardir. Bu say1 {a,} dizisinin ek
kiiciik iist stmiridir (ekiis, sup, supremumy). Ekiisiin tanimi geregince her € > 0
icin

L-e<a,<L+e¢
olur. Soylediklerimizden su sonuc cikar: Her € > 0 i¢in dyle bir M sayis1 vardir ki

n>M=|a,—Ll<e

c¢ikar. Buise lim;,_., @, = L olmas1 demektir.

Simdi de {a,} sinirli monoton azalan ya da artmayan bir dizi olsun. {—a,}
sinirli monoton artan ya da azalmayan bir dizi olur. Teorem (9.3) uyarinca —L
limitine yakinsar. Bu durumda

lim a, =- lim (-a,)=—-(-L)=L
n—o00 n—oo

cikar.

Yigilma Noktasi: Yakinsak dizi geometrik olarak sunu soyler: € ne kadar kii-
ciik olursa olsun, yakinsak dizinin sonlu sayidaki terimi hari¢ geri kalan sonsuz
cokluktaki terimi (L —¢€, L + €) araligindadir. Bu durum analizde dizinin terim-
leri L ye yigiliyor diye aciklanir. Dizinin limiti onun bir yigilma noktasidir. Ama
her yi1gilma noktasi limit noktasi olmayabilir. Bunun tipik 6rnegi (9.12) almasik
dizisidir. Dizinin terimleri —1 ve 1 noktalarina yigiliyor. Ama o yigilma noktala-
rindan hig birisi dizinin limit noktas1 degildir.

9.12 Alt Dizi

{an} dizisi verilsin {n; < np < n3 <... < ng <...} olmak lizere {a,,} i¢in {a,}
{an} kapsamasi saglaniyorsa {a,, } dizisine {a,} dizsinin bir alt dizisi denilir.
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Asagidaki ifadelerde, soldaki diziler sagdakilerin alt dizisidir.
{za) <1}
— C —
2n n
{sa) <1}
— C —
3n n
e )
e fenry

{sin2nx} c {sin nx}

Lemma 9.1 Her dizinin ya azalmayan ya da artmayan bir alt dizisi vardir.

Ispat: {ay} dizisi verilsin. indsler kiimesine her n; < m i¢in a,, < an, ko-
sulunu saglayan n; indisine doruk noktast diyelim. Baska bir deyisle, kendisin-
den sonra gelen biitiin terimlerden daha biiyiik olan terimin indisine birinci
doruk diyoruz. a,, den sonra gelen terimlerin en biiyiigiiniin indisine n; diye-
lim. Bu eylemi siirdiiriirsek,

Ap, > Apy > Apg > ... > Ap; > ... (9.19)
doruklarini elde ederiz. Burada iki durum ortaya ¢ikabilir.

1. Doruklar sonsuz ¢okluktadir.

2. Doruklar sonlu sayidadir.

Doruklar sonsuz ¢oklukta ise, (9.19) dizisi monoton azalan bir dizidir.

Doruklarin sayist sonlu ise, son doruk noktasinin indisine N diyelim.
n; = N+1 olsun. n; > N oldugundan a,, bir doruk nokta degildir. Oyleyse,
an, < ap, esitsizligini saglayan bir n, indisi var olmalidir. Ayni diisiintisle, a;,
bir doruk olmadigina goére a,, < a,, esitsizli§ini saglayan bir n3 indisi var ol-
malidir. Bu eylemi siirdiiriisek

Any < Apy < Apy <...<0p; <... (9.20)

olacak sekilde monoton artan bir a,, dizisini kurabiliz. (9.19) ile (9.19) dizileri
isteneni saglar. Yukaridaki ifadelerde gerekiyors, <, > operatorleri yerine <
, = operatoreri konulabilir.

Simdi Lemma (9.1) kullanilirsa, sinirh dizilerin ¢cok 6nemli bir 6zeligi
oraya cikar:
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Teorem 9.5 (Bolzano-Weierstrass) Sinirli her dizinin yakinsak bir alt dizisi
vardir.

Bu teorem gercel sayilar kiimesinin ve daha genel olarak n-boyutlu Oklid uza-
yinin dizisel tikiz oldugunu séyler.

Ispat: Sinirli bir dizinin her alt dizini de sinirh olur. (9.19) ile (9.19) alt
dizileri monoton ve sinirh dizilerdir. Artik istenen sey Teorem (9.4)'den cikar.

Teorem 9.6 Yakinsak bir dizinin her alt dizisi de ayni limite yakinsar.

Ispat: {ay} dizisi L limitine yakinsasin ve {an,} onun bir alt dizisi olsun.
Her e > 0icin

n>N=l|a,-Li<e= n;>N=lay —Ll<e |

Asagidaki teorem R uzayinda siirekliligin bir sonucudur. f(x) siirekli ise,
her a, — aicin

Teorem 9.7 a,—a < f(a,) — f(a) (n— o0)

olur.

Not: R uzayinda uzayindaki aliskin oldugumuz uzakliga dayali olan bu
teorem Birinci Sayilabilme Beliti'ni saglamayan uzaylarda gecerli degildir. Biraz
ileri bilgi gerektiren bu teopemi ispatsiz kabul ediyoruz.

Ornek 9.11 {a,}={Vn+1-n}

dizisinin limitini bulunuz.

Coziim 1: n yerine x koyarak Teorem (9.7)’yi kullanmak en kolay yoldur:

L= Jim [V 1-va)

. (WVx+1-y/X)vVx+1+/x)
= lim

x—00 VX+1+yx
- lim ;)

x—oo\Vx+1++/x

1

i

<Jim (%)

=0
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Céziim 2: Diziler icin limit tanimini kullanalim:

_ (Wn+1-vn)vn+1+/n)

ap=vn+1-vn
" vn+l+vn
_ 1 _ 1
vVi+1+yn +2y/n

cikar. Simdi f(x) = v/x fonksiyonuna ortalama deger teoremini uygularsak,
y-x
-Vx=T—F, (x<t<Y)
vy i y
olur. x = nve y = n+1 koyarsak,
1

vn+l-vVn=——,
2Vt

yazilabilir. n — oo iken ¢ — oo olacagindan

lim (\/m—\/ﬁ):o m

n—oo

(x<t<n+1l)

Uyar19.2 {a,} dizisinde n yerine x konuldugunda elde edilen f(x) fonksiyonu
yeterince biiyiik bir M > 0 say:st icin (M, 00) araliginda stirekli ise

lim a, = lim f(x) 9.21)
n—oo X—00
dir.

Dolayistyla, dizilerin limitleri fonksiyonlarin x — oo i¢in limitleri gibi hesapla-
nabilir. Bu déniisiim dizilerdeki limit problemlerini ¢ok kolaylastirir.

Ornek9.12 {-Z}  (a>0)

dizisinin limitini bulunuz.
Coziiml: n yerine x koyarsak f(x) = % fonksiyonu, (0,00) araliginda sii-
reklidir. O halde,
1 1
lim —=lim — =0 ]

n—oo p& x—oo x%

Coziim 2: Dizinin limiti tanimini uygulayalim. Arsimet kural uyarinca, her a >
0icin % < a olacak sekilde bir p dogal sayis1 vardir. Oyleyse

(3 <)
O<—=[—] <=
nv n n
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% — 0(n — oo) oldugundan u = % konumuyla f(u) = ur fonksiyonu u = 0 nok-
tasinda siireklidir. Dolayisiyla,

1 a
L= lim (—)
n—oo\n
1
. ( 1 )p
< lim | —
n—ool\n
1
=limur
u—0
=0
Buradan
1
lim — =0 (a>0) (9.22)
n—oo p%
elde edilir.

Ornek 9.13 {a,} = {%}

dizisinin limitini bulunuz.
Coziim 1:{a,} dizisinde n yerisne x koyarsak,
(3x3 +7x%+1 )
4x3 -8x+63

. x3( 3+7/x+1/x3 )
= lim & | ————M——
4-8/x2+63/x3

)c—»oo_)c3

. (3+0+0)
zhm S E—
x—00\4-0+0

lim a, = lim
n—oo X—00

JUSp TG S TI _ 3x34+7x%+1
Céziim 2: Diziler icin limit tanimi kullanilirsa, f(x) = To—ees) dersek,

lim £G0 = lim 3+7/x+1/x* 3
x=00? 7 x~004—8/x2+63/x3 4
cikar. Bu ifadede x yerine n koyarsak,

. . 3+7/n+1/n® 3
lim a, = lim =- [ ]
n—0oo n—oo4-8/n2+63/n> 4

Ornek 9.14
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1
{ 1+ — } (9.23)

n
dizisinin limitini bulunuz.
Cozim 1:a, =1+ % dizisini {b,,} = {1} sabit dizisi ile {c,,} = {%} harmonik
dizisinin toplami olarak yazabiliriz. Sagdaki iki dizinin limitleri bilindigine gore
Jim 4, = fim by + Jim c,
=1+0
=1 ]

Coziim 2:

Denk limitler tanimini kullanirsak,

1
lim (1 + —)
n—oo n

1

= lim (1+—

X—00 X
=e .

cikar.

Coziim 3: Dizinin limiti taniminm kullanalim. ¢ € [1,1+ %] olan bir ¢ sayis1
secelim.

1 1
1 <=-=<1
1+ T r
olacagindan

Burada ilk integral ﬁ, ikinci integral In(1 + %) ve liclincii integral %’ye esittir.
Oyleyse,

1 1
<lnl+-)=<—
n+1 n n

esitsizlikleri yazilabilir. Simdi n — oo iken sag ve soldali limitler 0 olacagindan,
cendere teoremi uyarinca ortadak terimde sifira gider. Logaritmest sifir olan tek
say1 1 oldugu icin

1
lim Ina, = lim In(1+—)=0
n—oo n—oo n
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olur. Buradan

lim a, =1 [ ]
n—oo
cikar.
. 1
e=lim [1+—
n—oo X
a
et = lim (1 + —)
X—00 X

oldugunu biliyoruz. x yerine n alindiginda da ayni limiti elde ederiz.

Ispat:

9.13 Dizileri Karsilastirma

Ornek 9.15 0 < |r| <1 ise{r™} dizisi bir stfir dizisidir.

Ispat:

0 < r < 1iseher nicgin r"” < 1 dir; yani {r"} dizisi simirhdir. Ayrica " >
r*1 = r" r oldugu da apaciktir. 0 < r < 1 oldugundan r"**! < " dir. O halde
dizi siirli monoton artmayan bir dizidir. Teorem (9.4) uyarinca birL limitine
yakinsar. Buradan

n+1

L= lim r"™ =7 lim r"=rL
n—oo n—oo

yazilabilir. r # 1 ise, en soldaki ve en sagdaki iki terimin esitligi ancak L = 0
olmasila miimkiindiir:

lim 7" =0 0<r<1)
n—oo

Simdi -1 < r < 0 alalim. Yukaridaki durum ile birlestirerek 0 < |r| < 1 yazbilir ve
lim,,—.o |7]" = 0 oldugunu s6yleyebiliriz. Sonucolarak,

lim r"=0 (-1<r<0)
n—oo

¢ikar. Bu iki sonucu birlestirerek,

lim r*=0 (-l<r<+l) (9.24)

n—oo

genel sonucunu yazabiliriz. Bu sonucun karsitini hemen ifade edebiliriz.

lim 7" = +o0 (Ir|>1) (9.25)
n—oo

olur; yani dizi iraksaktr.
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Ornek9.16

dizisinin yakinsak olup olmadigini inceleyiniz. Yakinsaksa limitini bulunuz.

Cozlim: Limt tamimini uygulayarak ¢oziime gitmek miimkiindiir. Ama
matematikte 6nceden elde ettigimiz teorm ve donuclar birer alet olarak kul-
lamak ¢éziimde dogusluk ve hiz kazandirir. Bu problemin ¢6ziimii icin iki di-
zin toplaminin limitini kullanalim. Bunun i¢in verilen diziyi iki dizinin toplam1
biciminde yazalim:

1+n 1 1

2 T 2y,

n n n

Sagdaki iki serinin limitleri

lim —2=0, lim — =0
n—oon n—oon
oldugundan,
. l1+n . 1 . 1
lim = lim —2+11m—:0+0:0
n—oo n n—oon n—oon
olacaktir.

Teorem 9.8 {b,} sinirli bir dizi ve, {a,} bir sifir dizisi ise
’}l_rl.lo by.a, =0 (9.26)
olur.
Ispat: {b,} stnirh oldugundan
|bpl = M (VrneN)
olacak bicimde bir M sayisi1 vardir. lim,,_. a; = 0 oldugundan
(Ve>0)@ANeN): (Vn> N)(by| < %)
olur. O halde
(Ve>0ANEeN): (Vn> N)(a,.b,l < Mlay| <€)

cikar ki bu lim,,_. by,.a, = 0 olmasi1 demektir.
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Ornek 9.17 {S21}

dizisinin varsa limitini bulunuz.

Coziim:

limn_,oo% = 0 ve her n icin |sinn| < 1 dir. Teorem (9.8) uyarinca
lim,, oo 22 = 0 olur.

Teorem 9.9 lim,,_.o, a, =0 ise

lim
n—oo |ay|

- (9.27)
olur.

Ispat:

(VM >0)@NeN): (¥n > N)O < |ap] < %

olur. Dolayisiyla

1
(VM>0)(EIN€I\I):(‘v’n>N)(| |>M |
n
Teorem 9.10 lim,, .., a, = oo ise
. 1
lim — =0 (9.28)
n—oo q,
olur.
Ispat:

(Ve>0)ANeN): (Vr> N)(la,| > é

olur. Dolayisiyla

(Ve>0)ANeN): (Vn>N)(0< <€ ]

an|

Teorem 9.11 lim,_. a, = a, lim,_., b, = b ve b > a ise, yeterince biiyiik in-
disler icin

by > an (9.29)

olur.
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Ispat: Yeterince biiyiik indisler icin demek 3M : n > M demektir. Buna

gore, % > oldugundan,

b-a
(AN eN: (Yn> Ny) Ay < a+——

ve

b _
AN, eN: (V> No) (bn <b- a)
Bu ikisini birlestirirsek,

(AN1, N, eN: (Yn > max{Ny, No}) (b, — a, > 0) ]

Sonuc 9.1 lim,_. a, = a, lim,_. b, = b ve b > a ise, yeterince biiyiik indisler
icin

b> a, (9.30)

olur.

Teorem 9.12 lim,_. a, = a, lim,_.. b, = b ve b > a ise, yeterince biiyiik in-
disler icin

by > an 9.31)

oluyorsa a < b dir.

Ispat: Olmayana ergi ile sonug goriiliir.

Cendere teoremi:
Teorem 9.13 {a,}, {b,} ve{c,} dizileri verilsin. Yeterice biiyiik bir M sayist i¢in
n>M=—a; <b;<c; (9.32)

esitsizliklei saglanyyor velim,,_., a, = L = lim;_.o, ¢, oluyorsa, lim;,_.oo b, = L
olur.

Bu teoreme bazi kaynaklar sandvic teoremi der. Isin esasi dizinin terimlerinin
tistten ve alttan sinirlanmasi ve titttekinin limitinin alttkinin limitine esit olma-
sid1. O zaman arada sikismis olan diznim limiti de ortak limite esit olur.

Ornek 9.18 {17}
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dizisinin yakomsadigini gésteriniz.

Coziim: Bu soruda limitin ne oldugu sorulmuyor, yalnizca yakinsakligi-
nin gosterilmesi isteniyor. yakinsakligi géstermek icin dizinin monoton azalan
ve alttan sinirli oldugunu gostermek yetecekti. Dizinin azalan oldugunu goster-
mek icin

1 1
nn>(m+1)n
esitsizliginin gecerligini gostermeliyiz. f(x) = X7 (x=1) fonksiyonunu diisii-
1
nelim. f'(x) = %}lm) tlirevi x = 3 icin negatiftir; yani tegetlein egimi negatif-

tir. x yerine n konulursa n = 3 icin ni > (n+ 1) esitsizligi elde edilir. Dizinin
terimleri azaliyor ve alttan 0 ile stnirhidir. O halde yakinsaktir.
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