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Bolim

Seriler

Tanim 9.1 {a,} sonsuz bir dizi olmak iizere

o0
Y an=ao+tar+taz+-+ap+- 9.1
n=0

toplamina sonsuz seri denilir.

Esitligin saginda sonsuz ¢oklukta terimin toplami vardir. Oysa bizim toplama
(+) islemi ikili (binary) bir operatordiir. Bu demektir ki, (+) operatorii ancak iki
say1y1 toplayabilir. U¢ ya da daha ¢ok say1 olunca birlesme opratérii kullanilr:
a, b, c herhangi iic say1 ise,

a+b+co)=(a+b)+c=c+b+a) 9.2)

yazariz. En sagdaki esitlik (+) operatoriiniin yer degistirme 6zeliginden ¢ikar.
Bilesme ve yer degistirme 6zeliklerini kullanarak sonlu ¢oklukta olan her say
kiimesini toplayabiliriz. Ama (10.5) ifadesinde sonsuz ¢oklukta terimin toplami
var. Bunu yazabilmek icin bir ikili islem olan toplma islemini sonsuz terimin
toplamina genellestirmeliyiz. Bu isi yapmak icin ¢ok kolay iki adim atacagiz:

9.1 KismiToplam

(10.5) serisi verildiginde, n sonlu bir dogal say1 olmak {izere serinin ilk n-terimin
toplamini s, ile gosterelim.

Tanim 9.2
n
sn:Z:a0+6l]+a2+"'+an 9.3)
i=0
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toplamina (10.5) serisinin n-inci kismi toplamu denilir.

9.2 Yakinsak Seri

Simdi 7 indisini n = 0,1,2,3,...,n,... gibi biitiin doal sayilar1 kapsayacak bi-
c¢imde degistirelim . O zaman {s;,} sonsuz bir dizi olur. Buna kismi toplamlar
dizisi denilir. Onceki boliimde diziler i¢in gordiigiimiiz yakinsama kavramini
kismi toplamlar dizisine de uygulayabisliriz:

Tanim 9.3 {S,} kismi toplamlar dizisi yakinsak ve limiti S ise (10.5) serisine ya-
kinsaktir ve toplanu S dir, denilir.

(10.3) tanim1 (+) operatdriiniin islevini sonsuz coklukta terimin topla-
mina genellestiriyor. Bunu
n
lim s, = lim Z =s 9.4)

n—oo n—oo
i=0

biciminde yaziyouz.

9.3 Iraksak Seri
Tanim 9.4 Yakinsak olmayan serilere iraksaktir, denilir.

Dizilerde oldugu gibi, serierde de istenilen bir simge indis olarak kullani-
labilir. Toplama islemi 0’dan baglamak yerine herhangi bir dogal sayidan basla-
yabilir:

o0

[} o0 (&)
Z Qan, Z ai, Z Ak, Z Aan
n=0 i=0 k=0 n=m

Islemlerde kisalig1 saglamak icin gerektiginde,

n—oo

n [o0]
lim Zai:Zan
i=0 n=0

gosterimini kullaniriz. Bu gésterimin integrale uygulanis bigimi soyledir:

t 0
tlijgof f(x)dx=f f(x)dx
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9.4 Geometrik Seri

189

Terimleri geometrik bir dizinin terimleri olan serilere geometrik seri denilir.

Bunu biraz daha genellestirerek soyle diyebiliriz:

Tanim 9.5 r ve a sabit iki say: olmak iizere,

o0
Yar"=ar’+ar' +ar*+--+ar"+---
n=0

serisine geometrik seri, denilir.

Teorem 9.1 |r|<lise Y5> ar"=7% dir

Ispat: Serinin
sp=ar’+art+ar’+---+ar™!
kismi toplamlar dizisinden rs, terimini ¢ikaralim:
sn—rsp=(ar’+ar'+ar*+---+ar"YHY=a-ar"
Buradan, s, —rs, = a—ar" yada
n a n
sn(l—r):a(l—r)@s,Z:l—(l—r) (r#1)
-r
yazilabilir. |r| < 1 oldugundan lim,_., 7" =0 dir. Oyleyse,
lim s, = ——
n—oo —-r

olur ki bu,

Zar":—r (rl<1)

olmas1 demektir.
Teorem 9.2

Geometrik seri

(9.5)

(9.6)
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1. |r| < 1ic¢in yakinsar

2. |r| = 1i¢in raksar

Ispat: () formliinii

) . a ar”
lim s, = lim [— -
n—o0 n—oo\l—r 1-r
n
. . ar
= lim — lim
n—ool—r n—ool-—r

Geometrik dizinin limitinden en sagdaki limitin 0 < r < 1 i¢in yakinsk oldugunu
biliyoruz. Ama 0 ile b6lme tanimsiz oldugundan 6teki terimlerde r = 1 olamaz.
Ohald -1<r<1icin

) a
lim s, = — (-1<r<1)
n—oo 1-r

oldugunu soyleyebiliriz. |r| > 1 ise

a
lim s, = —— — (—o0) =0 (Irl>1)
n—o0 1-r

olacagi yukaridaki bagintidan goriiliiyor. r = 1 ise

n

sp=> al"=a(l+1+1---+1) =a.(n)

k=0
dir ve
o0 oo
n=0 n=0
dir.

r = —1ise kismi toplamlar dizisi,

a . ntekise
Sn = -
0 : ngiftise

olur. Bu durumda {s,} kismi toplamlar dizisi bir limite gitmiyor; yani iraksaktir.

Ornek 9.1
(5]
2 9.7
n=0 3

serisinin yakinsak olup olmadigini gosteriniz.



9.5. INTEGRAL TESTI 191

1

Coziim: Seri genel terimi r" = (g)" olan bir geometrik seridir. r ortak

orani r = % < 1 oldugu i¢in, Teorem (10.2) uyarica seri yakinsar. Ayrica serinin
toplami,

lim s, =

1
n—oo 1-r 1-

olur.

9.5 integral Testi

an terimi yerine f(n) yazildiginda f siirekli, pozitif degerli ve 1 < x < oo icin
azalan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

o0 oo
Y an yerine ) f(n)
n=0 n=0

serisi ile diizensiz

(0]
[ f(x)dleimu—»oofﬁf(x)dx
1 1
integralinin davranis1 aynidir. Yani ya her ikisi de iraksak ya da her ikisi de ya-
kinsak olur. serisini koyarsak, belirli integral taniminda yaptigimiz gibi [1, n]
araligini 1 <2 < 3... < n < n+1 sayilariile n esit parcaya bolelim. Her bir kii¢ligk
aralik tizerindeki dis dikdortgenlerin alanlarinin toplams,
n
a1+a2+a3+---+an>f (fx)dx
1
ve i¢ dikdortgenlerin alanlarinin toplami

n
a1+a2+a3+---+an<f (fx)dx
1

olacaktir.

9.6 Harmonik Seri

Harmonik dizinin terimlerinin toplami olan seri harmonik seridir:

(4 -

n=0\7
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Teorem 9.3 Harmonik seri iraksakttr.

Ispat: Serinin 2F— 1nc1 kismi toplamini yazahm:

1 1 1 1 1
Sk =l+—-+—-+—-F+—-+---—
2 3 4 5 2k

Sonra terimleri, bastan baslayarak ardisik 2°, 21,22, ..., 25~ tanesini bir grup ya-
palim:
( 1 1 1 1)
+l=+=+=-+-
5 5 5 5

= +( ! + ! + +1)
- 2k=141  2k-142 2k
1 (1 1 (1 11 1)
>Sl+—+|-+=|+|=+=+=-+=
2 (4 4) (8 8 8 8
11 1
+...+ 2_k+2_k”'+§
2k—1

1 2
=l4+-—+—-+=4-t—
2 4 8 2k

1 (1 1
Spk=1+=+[=+-
2 \3 4

1 1 1
=l+—+-4-+=
2 2 2
——
251 terim
k
=1+=
2
Son ¢ikan 1+ % terimi k ile birlikte sonsuza gider:

k
lim s,c = lim (1+ —) =00
k—o0 k—o0 2

oldugundan harmonik serinin kismi toplamlar disi iraksar. O halde harmonik
seri de 1raksar.

9.7 Yakinsaklik icin gerekli Kosul
Teorem 9.4

* Yakinsak serinin genel teriminin limiti 0'd1r.
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¢ Genel teriminin limiti 0’a gitmeyen seri iraksar.
Ispat:
[e.°]
Zan=ag+a1+a3---+an+~-- 9.9
n=0

serisi verilsin. (10.9) serisi icin s, = ag + a; + a3--- + a, kismi toplamlar dizizi-
sinden

an = Sn+1— Sn

yazabiliriz.
(10.9) serisi yakinsak ve toplamu s ise,

lim a, = lim (s;+1—S;) = lim s;,41— lim s, =5s—5=0 [ |
n—oo n—oo n—oo n—oo

olur. tersine olark genel terimin limiti 0’'yakinsamiyorsa, teoremin ilk ifadesi
saglanmaz; yani seri iraksak olur.

Uyar19.1 Seri yakisak ise genel teiminin limiti 0 olur. Bu gerekli kosuldur, ama
yeterli kosul degildir. Baska bir deyisle, genel terimi sifira gittigi halde iraksayan
seriler vardur.

Karsit 6rnek olarak, yukarida inceledigimiz harmonik seriyi gosterebiliriz. Har-
monik serinin genel terimi 0’a yakinsar, ama seri iraksaktir.

Ornek 9.2
s n
;0(3% 1) 9.10)

serisinin yakinsak olup olmadigini gésteriniz.

(Coziim: Genel teriminin limitinin 0’a gidip gitmedigine bakalim.

1
liman:lim( ):—
n—o0 n—oo\3n+1/ 3

Genel terimin limiti 0’a gitmiyor. Oyleyse seri iraksar.
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9.8 Alterne Seri

Tanim 9.6 Almasik bir dizinin terimelri toplami olan

(0]
Y -D"ap=ap-ar+az+---+(=D"ay+--+  (ap,=0)
n=0

bicimindeki serilere almasik (alterne) seri denilir.

Almasik serinin ardisik terimlerinin isaretleri farklidir. Almasik serinin ilk terimi
pozitif ya da negatif olabilir.

Teorem 9.5 Yeterince biiyiik indisler i¢cin
1. a,=0
2. {ay} dizisi monoton azaliyor
3. lim;,.00a, =0
ise
o0
Y (-D"ap 9.11)
n=1
serisi yakinsar.
Ispat:

Y (-D"ap 9.12)
n=1

alterne serisi verilsin. Ispat i¢in kosullarin gerekli ve yeterli oldugunu géster-
meliyiz.

Gerekelilik: Seri yakinsak ise, genel teriminin sifira gidecegini biliyoruz.
O halde

lim a, =0
n—oo

olacaktir. {a,} genel teriminin azalan bir dizi oldugunu géstermek i¢in

Sok = (a1 —ap) + (a3 — ay) +- -+ + (dgk—1 — Azk)
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dizisini olusturalim. lim,_. a, = 0 olduguna gore, yeterince biiyiik indisler
icin a, = a,4) olacagindan, yukaridaki seride parantez icleri yeterince biiyiik
indisler icin pozitiftir. O halde cift say1 indisli {s2x} serisi artan bir dizidir. Ayrica
bu dizi sy < ag esitsizligini saglar. Ote yandan

Sok=ay — [(ap — az) — (ag — as) + -+ — (Apg—2 — Aok-1) — Azk] — ok
yazabiliriz. Burdan
(@2k-1 < a

cikar. O halde {s»x} dizisi stnirlidir. Artan sinirh diziler yakinsaktir. Dolayisiyla,,

lim sy =s
k—oo
limiti, vardir. Tek say1 indisli terimler i¢in

$2k+1 = S2k T A2k+1

yazarsak
lim syp,q = lim s + lim app, 1 =s+0=s
k—o0 k—o0 k—o0

cikar. Tek say1 ve cift say1 indisli kismi toplmlar ayni bir s limitine yakinsiyor. O
halde (10.12) serisi yakinsaktir.

Yeterligi: n—inci kalan R, terimininin sifira gittigini géstermek yetecektir.
Ry =(=1D"(ans1— Ans2+ Ansz =)

dir. Parantez icindeki toplam, orijinal serinin terimlerinden olusan alterne bir
seridir. Oyleyse pozitif bir limite gider. Oyleyse, R, in isareti (—1)" nin isareti ile
aynidir. Ayrica,
|Rnl = Gn+1 — Gpe2 + pez — -+
=ap+1— (@2 + An+3 — (pia + Apes — - < Apt1

olur; ¢iinkii ¢ikarilan biitiin terimler pozitiftir. En sagdaki teimin limiti 0 oldu-
gundan

lim R, =0 (9.13)

n—oo

olur. Bu ise serinin yakinsadigini gosterir.
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9.9 Mutlak Yakinsaklik

Dizileri ve serileri incelerken, genellikle terimleri pozitif aldik. Ama bu her za-
man boyle olmayabilir. Alterne seride ardisik terimler farkl isaretlidir. O tiir se-
rilerin davranisin1 6nceki kesimde ele aldik. Simdi alterne olmayan ama bazi
terimleri negatif olan serileri diisiinelim.

S an 9.14)

n=0
serisi verilsin. Serinin terimlerinin mutlak degerlerinden olusan

(e8]

Y lanl (9.15)

n=0
serisi yakinsak ise, (10.14) serisine mtlak yakinsaktir denilir. (10.15) serisine po-
zitif terimli seriler icin gecerli olan biitiin teoremler uygulanabilir.

Baz seriler yakinsak oldugu halde mutlak yakinsak olmayabilir. Bunun
tipik 6rnegi alterne harmonik seridir.

Ornek 9.3

e 1
Y (-D"—= (9.16)
n=0 n

serisinin mutlak iraksak ama kendisinin yakinsak oldugunu gésteriniz.

Coziim: (10.16) serisi alterne serilerin yakinsakligi icin gerekli kosullar
saglar:

dir. Dolayisiyla, (10.16) serisi yakinsaktir. Ama terimlerinin mutlak degerlerin-
den olusan seri harmonik seridir. Harmonik serinin iraksak oldugunu biliyoruz.
O halde, (10.16) serisi yakinsaktir ama mutlak yakinsak degildir.

9.10 Kosullu Yakinsama

Bir seri yakinsak oldugu halde mutlak yakinsak degilse, ona kosullu yakinsak
seri denilir. Biraz 6nce inceledigimizalterne harmonik seri kosullu yakinsaktir.
Tabii, mutlak yakinsaklik daha gii¢lii oldugu icin su teoremi dogal bir sonugtur:
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Teorem 9.6 Mutlak yakinsak seriler kosullu yakinsaktir.

Ispat:

00
Z lanl
n=0

serisi yakinsak ise

Y (an+lanl)

n=0

serisini diisiinelim. Bu serinin trimleri pozitiftir. Ayrica

00
Z 2|an|
n=0

serisi tarafindan baskilanir (dominated). Son yazdigimiz baskin seri yakinsak-
tir. Oyleyse, mukayese teoremi geregince verilen seri yakinsak olur.

9.11 Serinin Yeniden Diizenenmesi

Sonlu ¢oklukta sayinin cebirsel toplminda islme giren sayilarin sirasi istenil-
digi gibi degistirilbilir. Bu eylem tolma isleminin yer degistirebilme 6zeligi ile
ilgisisdir. Acab sonsuz ¢oklukta sayiy1 toplarken termlerin yrlerini degistirebilir
miyiz sorusu akla gelir. Bu kitabin kapsami disinda olan ispat1 vermeden ifadw
edbiliriz:

Mutlak yakinsak serilerin terimlerinin yerlrini istedigimi gibi degistirebi-
liriz. Serinin toplami degismez.

Ancak mutlak yakinsak olmayan serilerin terimlerinin yerlerini degistire-
rek farkli toplamlar elde edilebilecegini gormek miimkiindiir. Bunu bir 6rnekle
aciklamak daha kolay olacaktir.

Ornek 9.4

alterne harmonik serinin terimlerini yeniden diizenleyerek farkli bir toplama
gittigini gosteriniz.
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Serinin terilerini s6yle gruplayalim:

s=a 1) 1+(1 1) +(1 1) 1+
B 2 4 '3 6 5 100 12
1 1 1 1 1 1
=E—— -t ———
2 4 6 8 10 12
[ele] (_1)n+1 1 & (_1)n+1
_n;l 2n _Zr;l n
1
=—[n2
2

Boylece asil seri kendi yarisina esit olur.

9.12 Yakinsaklik Testleri

Limit, tiirev, integral gibi baslica kavramlarda goriiglimiiz gibi, bir kavramin ta-
nimini kullanarak problemleri ¢6zmek cogunlukla uzun bazen c¢ok zor olabilir.
Onun yerine tipk: bir ustanin elindeki aletler gibi alertler yapar ve onlar1 kulla-
niriz. Benzetmek gerekirse, balta ile mobilya yapmak teorik olarak timkiindiir,
ama pratik degildir. Onun icin mobilya ustasi balta yerine testere, planya vb.
aletlei kullanir. Matematikte de limit, tiirev, integral islemlei icin kolaylik sag-
layan aletler kullaniriz. Onlara teorem diyoruz. Teoremler, varsayimlari altinda
daima dogru soniug verdiginden, varsyimin saglandig her yerde onlari ¢ekin-
cesiz kullanirz.

Serilerin yakinskligini test ederken de ayni kurala uyacagiz. yakinsaklik
tanimini saglamak uzun bazen cok zor olabilir. onun yerine bize pratik ko-
laylik saglayan teoremleri kurar ve kullanmaya baslariz. Seril matematigin ¢cok
o6nemli bir dalidir. dolayisiyla, cogu tarihi degeri de olan ¢ok sayida yakinsaklik
toremi iiretilmistir. Bu béliimde onlar arasindan bize gerekli olacak bir kacini
ifade ve ispat edecegiz.

Teorem 9.7 Pozitif terimli bir serinin yakinsamast icin kismi toplamlar dizisi-
nin sinirli olmasi gerekli ve yeterlidir.

Teorem 9.8 (Cauchy Serisi): Terimleri R 'den alinan her Cauchy serisi yakinsar.

Teorem 9.9 (Karsilastirma Testi):Yeterince biiyiik n indisleri icin |a,| < |by| eit-
sizligi saglaniyor ve Y5 | by, serisi yakinsiyorsa . a, serisi de yakinsar.
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Ornek 9.5
X1
- 9.17)
n=0 n!
serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
Ispat: n = 4 oldugunda n! < 2" dir ve
X1
n=0 2"

gromrtrik serisi yakinsaktir. O halde, (10.9) karsilastirma tesi uyarinca (10.17)
serisi yaninsar.

Teorem 9.10 (Integral Testi- [Dirichlet, Abel]): ay terimi yerine f(n) yazildi-
ginda [ siirekli, pozitif degerli ve 1 < x < oo araliginda azalan bir fonksiyon
olsun. Bu durumda

o0
2 an
n=0

serisinin davranisi ile diizensiz

o0 u
f fx)dx= lirnf fx)dx
1 U—ooJ1

integralinin davranist aynidir. Yani ya her ikisi de wraksak ya da her ikisi de ya-
kinsak olur.

Xn :f(l)+f(2)+---+f(n)—flnf(x)dx
diyelim. f zalan oldugundan,
Xpn—Xp-1 =f(n)—fnn1f(x)dxso
olur. Oyleyse {x,} dizisi azalan bir dizidir ve
fk) ka:f(x) dx<f(k-1)
saglanir. 2 < k < n icn toplam alirsak,
fO+fR)+---+f(n) Sflnf(x)dxsf(l)+f(2)+~«~+f(n—1)

cikar. Burdan istenen sonug cikar:

0< f(n)<xn<f(l) (]
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Ornek 9.6

1
nlnn

(0]
n=2
serisinin davranigini inceleyiniz

Coziim: ay yerine f(n) alirsak, f siirekli, azalan pozitif degerli bir fonksi-
yon oluyor. Dolayisiyla integral testi uygulanabilir:

© 1 u 1
s:f :limu—>oof
2 xlnx 2 xlnx

= uli_rgo[ln(lnu)—ln(lnm]

=00

olduundan seri iraksar. Burada n = 1 icin a, tanimsiz oldugu i¢in serinin topla-
mini 1 = 2 den baslatiyoruz.

Ornek 9.7
Sy 1
= n(lnn)?

serisinin davranigini inceleyiniz

Coziim: a, yerine f(n) alirsak, f siirekli, azalan pozitif degerli bir fonksi-
yon oluyor. Dolayisiyla integral testi uygulanabilir:

o0 1 u 1
= — =1 -
s fz x(Inx)2 ul—I»IOIsz x(nx)2

u

oldugundan seri yakinsar.
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9.13 p-Serisi

Ornek 9.8
v (9.18)
n:Oxp ‘

serisinin p > 1 ise yakinsak, p <1 ise iraksask oldugunu gosteriniz.

Ispat: Bu seri p-serisi diye bilinir. Serinin yakinsakhigi farkli yéntemlerle
gosterilebilir. Burada (10.10) integral testini uygulayacagiz.
1 1 1 |
1+—+—+---+—=/ —dx
2 3 n Ji xP
Bu integralin degrini n — oo iken p > 1, p = 1, p < 1 icin ayr1 ayr1 inceleyecegiz.
Sagdaki integralin yakinsak olmasi icin gerekli ve yeterli kosulun p > 1 oldu-
gunu biliyoruz. p = 1 oldugunda,
1 "dx

1 1
l+-+-+-+—=| —=logn
2 3 n 1 X

cikar. n — oo iken sag yan sonsuza gider. O halse p = 1 icin seri iraksar. p < 1ise
1 n] 1 1

1 1
l+—+—+-+—=| —dx —
2 2 n Ji xP 1-pxpP1

p—1 <1 oldugunda n — oo iken sag yan sonsuza gider. O halde p-serisi p > 1
iken yakinsak p < 1 iken 1raksaktir.

9.14 Oran Testi

Teorem 9.11

o0 (o0}
Y an ve ) by
n=0 n=0
serileri verilsin ve
lim |[Z2|=L 9.19)
n—oo n

olsun. (L = oo olabilir).

<1 ise her iki seri mutlak yakinsar
L={>1 ise her iki seri iraksar

=1 ise her iki serinin davranist aynir.
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Son ifade her iki serin es zamanli yakinsadigini, iraksadigini y da kosullu yakin-
sadigini soyler.

Ispat: n =1 alirsak genelllik bozulmaz. Once L < 1 oldugunu varsayalim.

. an+1
lim |——|=L<1
n—oo| ap

olduguna gore 6yle bir N dogal sayis1 bulabiliriz ki n = N oldugunda

. an+1
lim
n—oo| ap

=L<r = |aps1l<rlanl

olur. N den sonraki terimler ayni esitsili gaglayacagina gore,

lan+1] < rlanl
2
lanol <rlansil <rflanl

3
lanssl <rlansz|l <r’lanssl

. k
lanirl <rlanir—1l <r*lanir-1l

olur. Simdi
Sk
2:7'|0N+k—ﬂ
k=0

geometik serisi yakinsar. O halde, mukayese teoremi (Teorem (10.9) ) uyarinca,

0o
§:|an|
n=0

serisi de yakinsar.

L > 1 olsun. Serinin mutlak iraksadigini gosterecegiz.

an+1
an

lim =L>1
n—o0

olduguna gore, 6yle bir N dogal sayis1 vardir ki, n = N 0ldugunda,

an+1
an

>1 = lapa1l>lanl

olur. Bu durumda,
lim |al #0
n—o0

olmalidir. Genel terimi 0’a gitmedigine gore, Teorem (10.4) uyarinca seri 1rak-
sar.

Son olarak L = 1 oldugunu varsayalim.



9.14. ORAN TESTI
Ornek 9.9
Z ( (-10)" )
ol ——
= 42n+1(n+ 1)

serisinin davranigini inceleyiniz.

Coziim:

ans1 i (_10)n+1 42n+1(n+ 1)
a, 42"3(n+2)°  (-10)"

esitliginde n — oo i¢in limite gecersek,

X a-n+1
L= lim |
n—oo an
) (_10)n+1 42n+1(n+ 1)
= lim .
n—oco|42"+3(p+2)"  (-10)"
. -10(n+1)
=lim |———
n—oo| 42(n+2)
. n+l
= lim
n—oo|n+2
10
- <1
16

cikar. O halde oran testi uyarinca seri mutlak yakinsar.

Ornek 9.10
i ( n! )
n=1 5"

serisinin davranisini inceleyiniz.

Coziim:

. (n+1)!5" (n+1)! (n+1)

lim |————| = lim = =oc0>1
n—oo| 5N+lpl n—oo| 5p! n—oo| §

oldugundan oran testi uyarinca seri iraksar.

Ornek 9.11

= (_2)n+1n

203
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serisinin davranisini inceleyiniz.

Coziim:

9n+1 (_2)n+ln

2
lim .
n—oo|(=2)"+2(n+1) 9gn

=-—>1
9

(n)
n+1

. In 2
=lim|— | =—- lim
n—co|(=2)(n+1)|  9n—oo
oldugundan oran testi uyarinca seri iraksar.

Ornek 9.12

i ((—1)")

—=\n?+1

serisinin davranisini inceleyiniz.

Coziim:

(G LR | n%+1
m . = lim |[—— | =
n—oo|(n+1)2+1 (-=1)"| n=oco|(n+1)2+1

oldugundan oran testi serinin yakinsayip yakinsamaig1 hakkinda bir sey soy-
lemez. O nedenle bagka testlere bagvurmaliyiz. Ilk akla gelen sey, serinin bir
almasik (alterne) seri olusuudur. Genel terimi 0’a giden azalan alterne seri ya-
kinsaktir:

lim a, = lim =

n—oo n—oo|n2+1

ve
1 1
= > =
n2+1° (m+12%2+1

an ap+1

olur. Boylece serinin yakinsaklig1 ortaya cikar. Aslinda serinin alterne oldugu
goriiliince, birinci kisimda yapilanlar1 yapmaya gerek kalmaz.

Ornek 9.13

n+3)

OZO: (3n+7

n=1

serisinin davranisini inceleyiniz.

Coziim:

. . n+3 1
lim a;, = lim =—#0
n—oo n—-oo|3n+7| 3

Oldugundan seri 1raksar.
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Uyar19.2 n indisine gore genel terimi rasyonel olan serilerin genel teriminin li-
miti aranirken, rasyonel fonksiyonlardan bildigimiz bir kurali uygulayabiliriz:
Pay ve paydanin en yiiksek dereceli terimlerinin katsayilar: orani aranan limit-
tir. Bu limit sifirdan farkli ise seri iraksar.

9.15 Kok Testi

Baz1 durumlarda baska tst islemediginde kok testi denilen asagidaki kural kul-
lanigh bir alet olur:

Teorem 9.12

lim v/|a,| = L, 0=<L<o00) (9.20)
n—oo
olsun.
_J0=sL<1 ise seri yakinsar
T li1sL<oo ise seri iraksar

Ispat: 0 < L <1 oldugunda her nn indisi i¢in

Viapgl<r<1
olacak bicimde bir r sayis1 vardir. O hlde,
n=N=|a,l <r"

olacak bicimde dgal bir N sayis1 vrdir. Buradan,

R, =layl+lansil+laniol + <+ N g pNF2 4

=rNa+r+r2+%+..0)
1
N
=r
(1_

Mukayese teoremi geregince seri yakinsar.

Simdi 1 = Loo oldugunu varsayalim. Bu durumda 1 < r < L olacak bi-
cimde bir r sayisi secelim.

n=N=|a, >r">1

olacak bicinde dogal N sayisi bulabiliriz. Bu durumda serinin genel terimi sifira
gitmez; seri iraksar.
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Ornek 9.14
infty on

n=1 n4

serisinin davranisini incelyiniz.
Coziim:
n

lim {/— = lim
n—oo \ n n—oo (W

=2>1 |

9.16 Rasyonel Sayilarin Gosterimi

Bilindigi gibi bir say1y1 ya da fonksiyonu farkli bicemlerde adlandirabilir ya da
gosterebiliriz. Ornegin, ayni 5 sayisinin Tiirkce ad1 "bes", Ingilizce ad1 "five”,
Fransica ad1 "senq", Farsca adi "peng”,...dir. Ama bunlarin hic biris 5 sayisi
degildir. Bir insanin adi ile kendisinin farkli olusu gibidir. Sayilarin gosterimi
de Oyledir. Bes sayisini 10 tabanin ya da baska bir tabana gore yazabiliriz.
5=5/1=10/2 = 15/3... yazabiliriz. Bunlarin hic birisi 5 sayis1 degildir. 5 sa-
yisinin farkl gosterimleridir. 0.3333333... = 1/3 = 2/6 = 3/9 = ... sayilarin-
dan higbirisi % sayisi degildir, onun farkh gésterimleridir. Rasyonel sayilarin s
kesri olarak temsili ile onlu a¢ilimi farkl gésterimlerdir. Hatta rasyonel sayilarin
3 =%=2=__ gibifarkl gosterimleri vardir. Yapilacak isleme gore ya da okurun
kolay algilmasini saglamak icin sayinin gosterimini istedigimiz bicemde sece-
biliriz.

Birinci boliimde rasyonel sayilarain 10 tabanina gore gosterimlerinin
belli bir basamaktan sonra devirli olacagini soylemistik. Geometrik serinin top-
lamim biliyorsak, on tabanina gore devirli acilimlarin neden s kesri bigiminde

yazilabildiklerini gosterebiliriz.

Teorem 9.13 On tabanina gire devirli acilimlar % biciminde yazilabilir.

Ispat:

Grup olma 6zeliginden yararlanarak her gercel sayidan tam kismini ¢ika-
rirsak onu [0, 1] araligina génderebiliriz. Dolayisiyla rasyonel sayiy1 [0, 1] arali-
ginda almak genelligi bozmayacaktir.

[0, 1] araligindaki her gercel saymnin acilimi

Y a;(10)7" (9.21)

n=0
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serisi ile temsil edilebilir. Bu temsilde rasyonel sayilarin ac¢ilimi ya sonlu ya da
devirli olurlar. Pratikte bu uzun toplami yazmak yerine

0.&1@2...amb1b2...bn_1bn (9.22)

yazariz. Bilindig gibi bu gosterimde c¢izgi alindaki basamaklar sonsuz kez art
arda tekrar ediyor kabul edilir. Bu gosterim

a) ay as am
r=0+—+ + +---
10 (102  (10)3 (1o)ym
1 1 by by b3 b,

+ + + oot +
(10)™ (10)™ \ (10)! ~ (10)2  (10)3 (10)"

gibi yazilirsa, ikinci satirda parantez igindeki terimler (9.22) denkleminde cizgi
altindaki basamaklara karsilik gelir. Bu basamaklar art arda sonsuz kez tekrar-
lanir. Goterimi basitlestirmek icin ilk satir1 S ile ikinci satir1 T ile gdsterelim:

1 1 ( b b, b3 by,
r=0+S+ + + +o 4
10$)™ 10y \(10)! (102 (10)3 (o)

T X( 1 \r
- aom kgo((m)")

1 T X(1\F
= m m+n Z(_)

(10)™ (10) =\ o)
S T 1

= n 1
(10)™ (10)m+n 1 - L

Buradan,

t=0.aiay...a;,b1bs...by_1by
~ S((lo)m+n+l)+9T(10)m+n

(10)m+n+1 (9.23)

cikar. m ve n sonlu oldugu icin son ifadede ki pay ve payda pozitif birer tam say1
oldugundan ispat biter.

Ornek 9.15 4.54325 devirli ondalik sayisini kesirli sayi olarak yaziniz.
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Coziim: Oncelikle sayini tam kisimini atalim. Sonra (9.23) formiiliinii uy-
gulayabilmek icin saymin m devretmeyen ve n devreden basamaklarinin sayi-
sini1 bulalim. m =2, n = 3 diir. (9.23) formiiliintinden,

t =0.54325

_ 54(10°-1)+325
O 102(103-1)
_54(999) +325

100(999)
_ 54271

99900

c¢ikar. Bu sayiya attigimiz 4 tam sayisini eklersek, verilen devirli sayinin 4

54271
oldugunu gorebiliriz.

99900

Bazen devri sayiy1 kesirli sayiya ¢cevirmek icin soyle bir yol izleyebiliriz:

Ornek 9.16 t=0.7=0.777... devirli ondalik sayisini kesirli say: olarak yaziniz.
Coziim:
t=0.7
106=7.7

Her iki taraftan ¢ sayisini ¢ikarirsak,

9r=7
7
t=—
9
bulunur.

Ornek 9.17 ¢ =0.54 = 0.5444... devirli ondalik sayisini kesirli say: olarak yazi-
niz.

Coziim:

t=0.54=0.5444...
10t =5.4=5.444...
100t =54.4 = 54.444.. ..
100t —10f =90t = 49
49

t=—
90
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9.17 Cauchy Serisi

Tanim 9.7 here > 0 sayisticin n,m > N = |s, — Syl < € kosulunu saglayanb bir
N >0 sayisivarsay_5. , an serisine Cauchy serisi denilir.

Bizim ele aldigimiz R uzayinda Cauchy serileri yakinsaktir.

9.18 Kuvvet Serilerinin Yakinsklig:

Islemleri kolaylagtirmak icin ¢ merkzini 0 baglangi¢ noktasina kaydirmakla ge-
nellikten bir sey kaybetmeyiz. O nedenle

i ap(x—oc)"
n=0

serisi yerine

o0

Y apx" (9.24)

n=0

serisini el alacagiz. Buna ileride Taylor serisi diyecegiz

Teorem 9.14

1. (9.24) serisi bir x =1, (r #0) degeri icin yakinsiyora biitlin |x| < |r| icin
yakinsar.

2. (9.24) serisi bir x = s degeri i¢in 1raksiyorsa biitiin | x| > |s| icin iraksar

Ispat: Once x = r icin serinin raksadigim varsayalim.

serisi yakinsaksa

o0
Z a,r"
n=0

serisi de yakinsar. Yakinsak serilerin genel terimleri sinirlh oldugundan her n
indisi icin

la,r"| <M
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esitsizligini saglayan bir M sayis1 varidir. Buradan,

X X
la,x"| = |a,r"|. —‘ 5M|—’
r r

yazilabilir. Bu ise,
X X X x |2
ZMH -M 1+|—|+|—’ o
= Ir r r

olmasi demektir. Eger |%| < 1 ya da denk olarak |x| < |r| ise parantez i¢indeki
geometrik seri yakinsar. Oyleyse,

[e.]
Y lanx"|
n=0
serisi yakinsaktir. O halde

o0
Y apx"
n=0

serisi | x| < |r| icin mutlak yakinsar.

Simdi x = s icin serinin 1raksadigini varsayalim. O durumda her |x| > |s|
icin seri iraksayacaktir. Gerckten bir |xp| > |s| icin yakinsiyor olsaydi, teoremin
ilk kismi geregince Y a, s” serisi de yakonsak olurdu. Bu ¢eliski olamayacagina
gore seri | x| > |s| icin wraksar.

9.19 Yakinsaklik Aralig:

Teorem 9.14 uyarinca (9.24) Taylor serisinin yakinsak oldugu yerler 0 nokat-
sin1 iceren bir araliktir. Bu araliga (9.24) serisinin yakinsaklik araligi denilir. Ya-
kinsaklik araligim [ ile gosterlim. I = [0,0] ise (9.24 serisi hic bir x # 0 nok-
tasinda yakinsamaz. Bu tiir seriler her yerde iraksayan kuvvet serileridir. I =
(—a,a), (0 < a < oo)ise serinin yakinsaklik aralig1 sonludur. I = (—oo,00) ise
seri biitiin R i¢in yakinsar. Bu sdylediklerimizden su sonuclar ¢ikar:

1. (9.24) serisinin I yakinsaklik aralig1 orta noktasi 0 olan bir araliktir.
2. Yakinsaklik araliginin uzulugu 0’'dan co’e kadar degisen uzunlukta olabi-
lir.

3. Yakinsaklik teoremi yakinsaklik araliginin u¢ noktalar icin bir sey soyle-
mez. U¢ noktalarda serinin davranisi, bu degerler yerlerine yazilarak elde
edilen sabit terimli seriye bilinen testlerden uygun olan birisi uygulana-
rak belirlenebilir.
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Ornek 9.18

ix

n—on+1

n

serisinin yakinsaklik yarigapini bulunuz. Yakinsaklik araliginin u¢ noktalarida
serinin davranisini belirleyiniz.

Coziim: Oran testini uygularsak,

X" n+ n+1
L= lim . = lim x| = 1x|
n—cop+2 x" n-oocop+2

cikar Ohalde |x| < 1 ise seri mutlak yakinsar. |x| > 1 ise seri iraksar. Serinin ya-
kinsaklik araligi I = (—1,1) dir.

Simdi yakinsaklik araliginin u¢ noktalarinda serinin davranigini incele-
yelim. Sol u¢ noktada x = —1 dir Bu degeri verilen seride kullanirsak

alterne harmonik serisi elde edilir. Bu serinin kosullu yakinsak oldugunu bili-

yoruz.
Sag uc nokta x = 1 noktasidir. Bu degeri verilen seride kullanirsak,
1 1 1 1
I+—+=-+-+=-+--
2 3 3 3

harmonik serisi elde edilir. Harmonik serinin irak oldugunu biliyoruz.

Ornek 9.19
(] x2n
Y (D"
n=0 n+1

serisinin yakinsaklik yarigapini bulunuz. Yakinsaklik araliginin u¢ noktalarida
serinin davranisini belirleyiniz.

Coziim: Oran testini uygularsak,

X2 pil ) +1
T = l1mm
n+2 x"

2 2
= [x]” = x|
n—oon+2

L= lim
n—oo

O halde |x]2 > x < 1 icin seri mutlak yakinsar. Yakinsaklik aralig1 I = (—-1,1)
dir. Bu araligin sol ve sag uclarindaki x = +1 degerleri verilen seride kullnilirsa,

o 1
Y (-n"
n=0

n+1
alterne serisi elde edilir. Alterne seri kosullu yakinsaktir.
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Ornek 9.20
[} n2x2n
Z (In2)"

n=0

serisinin yakinsaklik yaricapini bulunuz. Yakinsaklik araliginin u¢ noktalarida
serinin davranisini belirleyiniz.

Coziim: Oran testi sonug vermez. O nedenle kok testini uygulayalim:

n2x2n
(Inn)"
. (¥n)?
= lim
n—oo (Inn)
=0

L= lim ¢
n—oo

2
| x|

cikar. O halde verilen seri her x icin yakinsar. yakinsaklik araligi (—oo, co) olur.

9.20 Coziimlii Kuvvet Serisi Problemleri

Ornek 9.21
[e e] (_l)nn

Z 4n

n=1

(x+3)"

serisinin yakinsaklik yarigcapinit bulunuz. Yakinsaklik araliginin u¢ noktalarin-
daki davranisini inceleyiniz.

Coziim:

Bu serinin x = —3 noktasinda yakinsak oldugunu biliyoruz. Yakinsaklik
yarigapini belirlemek i¢in oran testini kullanalim:

(=D" ! (n+1) (x+ 3)n+1

L= lim ‘(‘I;n :
—>m _
4—,,(x+3)
) (_1)n+1(x+3)n+1 4n
= lim .
n—00 gn+1 -D"*n(x+3)"
. ‘—(n+1)((x+3)
=lim|——=
n—oo 4n
. +1
= lim |x+ 3|

n—oo 4n

1
=—|x+3|
4
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cikar. Oran tesstinden biliyoruz ki L < 1 ise seri yakinsar, L > 1 ise seri iraksar.
L =1 icin oran testi bir karara varmaz. O nedenle, ilx + 3] < 1 oldugunda kuv-
vet serisinin yakinsak, ;11 |x+3| > 1 oldugunda kuvvet serisinin iraksak olduguna
karar verebiliriz. Buradan |x + 3| < 4 oldugunda serinin yakinsak, |x + 3| > 4 ol-
dugunda serinin raksak oldugu sonucu ¢ikar. Yakinsaklik araligi, merkezi —3
olan (-7,1) araligidir. Yakinsaklik yaricap: r = 4'diir.

Simdi L = 1 halini yani yakinsaklik araliginin u¢ noktalarinda serinin dav-
ranigini inceleyelim. yakinsaklik araliginin sol ucunda x = —7 dir. Bunu verilen
kuvvet serisinde kullanirsak,

o0 _1 n
5=y ! 421 oy
n=1

—D"(-1)"n

@

.

n=1

=D"=1"n

I
ngf

1l 1l
g it i
\H\ — —
o =

cikar ki bu serinin yakinsaklik araliginin sol ucunda iraksadigini soyler.
Simdi serinin yakinsaklik araliginin sag ucundaki davranisina bakalim:
Sag cta x = 1 dir. Buradan seri icin,
[o¢] (_ 1) n n o0
§S=) — @"= L (-D'n=00
n=1

n=1

cikar.

Ohalde verilen seri yakinsaklik araliginin her iki ucunda da iraksar. Dola-
yisyla seri —7 < x < 1 icin yakinsaktir.

Ornek 9.22

[e°] 2}1

Y —@x-8)"

n=1 1

serisinin yakinsaklik yarigapini bulunuz. Yakinsaklik araliginin u¢ noktalarin-
daki davranisini inceleyiniz.
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Céziim: Oran testini uygularsak,

2n+1 n+1
2 —(4x-8)
L= Jim | =0
n—oo| = (4x—8)"
) 2n+1(4x_8)n+1 n
= lim .
n—o0 n+1 2" (4x—-8)"
. 2n(4x—8)
= lim |——
n—o0 n+1
. 2n
= lim |[4x — 8|
n—oop+1
=2|4x-8|

cikar. O halde,
1. 2]4x—8] < 1ise seri yakinsar
2. 2|4x—8| > 11ise seriiraksar
3. 2|4x—8| =1 ise bu test sonug vermez.

1 15 17
2|4x—8|<1—>8|x—2|<1—>|x—2|<§—>E<x<§

ise seri yak?nsak
1 15 17
214x-8|>1->8|x-2|>1->|x-2| > 3~ > r > x, yada x> r

ise seri yakinsaklik araliginin u¢ noktalarinda serinin davranisini inceleyelim:
Sol ucta, x = % dir.

cikar. Bu seri alterne harmonik seridir; yakinsar.
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Simdi yakinsaklik araliginin sag ucunu inceleyelim. Seride x = %7 koyar-
sak,

N

Il
18
\S]
S
—_—

S
SIS

|
=
N

Il
18
|N
N
—_——
DN | =
N —
=

3
I}
S|

I
18

S
1l
—_

1
18
S|~

S
1l
—

cikar. Bu seri harmonik seridir; iraksar.

Ornek 9.23

o8

Y nl2x+1)"

n=1

serisinin yakinsaklik yaricapini bulunuz. Yakinsaklik araliginin u¢ noktalarin-
daki davranisini inceleyiniz.

Céziim: Oran testini uygularsak,

(n+1!2x+1)"H
nl2x+1)"
(m+Dn!'2Cx+1)
n!

L= lim
n—oo

= lim
n—oo

=2x+1] lim (n+1)
n—o0
=00 (x#—-fracl2)
cikar. Burada ilging bir duruml kars: karsiyayiz. Seri x = — frac12 noktasinda

yakinsar. Yakinsaklik aralig1 yalnizca fracl2 noktasindan ibarettir. Yakinsaklik
yaricapl ise r = 0'dir.

Ornek 9.24

o0
2
n=1

(x-6)"
n}’l

serisinin yakinsaklik yarigapini bulunuz. Yakinsaklik araliginin u¢ noktalarin-
daki davranisini inceleyiniz.
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Céziim: Kok testini uygularsak,

(x—6)" |7
nn
(x—6)

L= lim

n—oo

= lim
n—oo

1
=|x-6| lim —
n—oon

=0
cikar. Yakinsaklik yaricapi r = oo ve yakiklik aralig1 (—oo, co) olur.

Ornek 9.25

x2n

n; =2)"

serisinin yakinsaklik yarigcapini bulunuz. Yakinsaklik araliginin u¢ noktalarin-
daki davranisini inceleyiniz.

Coziim: Kok testini uygularsak,

1
L= lim —‘ L
n=oo| (=3)"

n—oo

x2

3

cikar. Oyleyse, %2 <1= x*<3=|x| <Vv3= V3 < xV3icin seri yakinsar. yakin-
saklik aralig1 (— V/3,v/3)dir. yakinsaklik yaricap: r = v/3'dir.

Araligin sol ucunda,

(=v3)*"
C(=3)"

((-v3)")
(=3)"
3"

I
18

3
Il
—

Il

18
.

|
[a—
=

S
=
w
@

S

3
Il
—

I
18
D
=

S
1l
—



9.21. E SAYISI

oldugundan araligin sol ucundaki bu seri iraksar.

Arahgin sag ucundaki x = v/3 degeri seride kullanilirsa,

oldugundan araligin sag ucundaki bu seri de 1raksar.

9.21 e Sayisi

Formiiller:
e*.e¥ =e*tV N exp(x).exp(y) =exp(x+y)
ety expx
e e < expy =exp(x-y)
(e")V =e*V N (exp(x))Y = exp(xy)
Ine®)=x N In(exp(x)) = x
eln® — N exp(ln(x)) =x
=1 o exp0)=1
e 4=— N exp(—a) =

ed exp(a)

217

(9.25)
(9.26)

(9.27)
(9.28)

(9.29)
(9.30)

(9.31)
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