Chapter

Diferensiyel denklemler

1.1 Birinci basamaktan birinci dereceden Diferensiyel denklemler

Tiirev iceren denklemlere diferensiyel denklem denilir. Denklem hic tiirev icermiyorsa, o bir diferen-
siyel denklem degildir. Tek degiskenli fonksiyonlarda tiirev s6z konusu degiskene géredir; ama cok
degiskenli fonksiyonlarda tiirevin hangi degiskene gore alindig1 6nem tasir. Ayrica tiirevin kaginci
basamaktan oldugunun bilinmesi gerekir. Dolayisiyla Diferensiyel Denlemler Kurami degisken sayisina,
denklemin igerdigi tiirevlerin basamagina ve denklemin yapisina gore cok cesitlilik gosterir.

Bu kitapta tek degiskenli fonksiyonlarin birinci basamaktan tiirevlerini iceren denklemleri ele ala-
cagiz. Bazi kaynaklarda bu tiir diferensiyel denklemlere "adi diferensiyel denkemler" denilir. Bu kitap
"Tek Degiskenli Diferensiyel Denklem" deyimini kulanacaktir.

Bazi kaynaklarda y = f(x) fonksiyonun yalniz x degiskenine bagh oldugunu ve tiirevin bu degiskene
gore alindigim gostermek icin y' = % yerine y simgesi kullanilir. Ona gore,

Tamim 1.1. F(t,y,y) = 0 bicemindeki denklemlere birinci basamaktan diferensiyel denklem denilir.

Burada y = % tiirevini temsil eder. Bu kitapta y yerine )’ simgesini kullanmayi tercih edecegiz.
Tek degiskenli fonksiyonlarla ilgilenecegimiz icin, tiirevlerin hangi degiskene gore alindig1 sorunuyla
hi¢ karsilasmayacagiz. f(x,y) = 0 gibi kapali fonksiyonlar i¢in, gerektiginde % ve % kismi tiirev
simgelerini kullanacagiz.

Birinci basamaktan diferensiyel denklem F(¢, f (), f'(£)) = 0 esitligini saglayan bir f () fonksiyonudur.

Tamim 1.2. Diferensiyel denklemin bir ¢oziimii degiskenin ait oldugu bélgedeki her t icin F(t, f(1), f' (1)) =
0 esitligini saglayan y = f(t) fonksiyonudur

Ornek:

y = sin2x fonksiyonu y”’+4y = 0 diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir. Giinkii; y”+4y = —4sin2x+
4sin2x =0 olur.

Ornek:

y = 3e* fonksiyonu y’'4y = 0 denkleminin bir ¢oziimii degildir. Ciinkii; y' + y = 3e* +3e* =6e* #0
olur. O hlde y = 3e* fonksiyonu y'4y = 0 diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii degildir.

Yukaidaki ifadede F ii¢ degiskenli bir fonksiyondur. Degiskenleri sirasiyla ¢, y = f ve y' = f' diir. Bir-
inci basamak denmesinin nedeni denklemin yalnizca birinci basamaktan tiirev icermesidir.

1.2 (Ozel ve Genel Coziim

Birinci basamaktan bir diferensiyel denklem bilinmeyen y fonksiyonunun y’ tiirevini icerir. y' niin
yokedilmesi icin en az bir kez integral almak gerekir. Her integral keyfi bir sabit getirdiginden, bir-
inci basamaktan bir diferensiyel denklemin genel ¢coziimii bir tane keyfi C sabiti (arbitrary) icerir.
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Burada "keyfi" denmesinin nedeni, bu kitaptaki kisitlamaya goére, C nin her gercel degeri alabilme-
sidir. Boylece genel ¢coziim C nin alabilecegi degerlere gore bir vektér uzay: olur. Geometrik olarak
distinmek i¢in denklemin genel ¢oziimiine ¢ diyelim. Tek degiskenli bir diferensiyel denklemin
0zel ¢6zUimi genel ¢ozlime ait olan bir y = f(x) fonksiyonudur.Bu fonksiyonun grafigi diizlemde
graf(y) ={(x.f(x)|f € 4} olur. ¥ genel ¢oziimiine ait biitiin 6zel ¢oziimlerin grafigi biitiin diizlemi
doldurur. Bu grafiklere integral egrileri denilir. Diizlemde bos yer kalmaz. Ama genel ¢ézlime ait
iki 6zel ¢oziimiin grafikleri de kesismez. O nedenle, diizlemde herhangi bir (x, y) noktasindan gecen
6zel ¢oziim bulunabilir. Bu sekilde, diizlemin belirli bir noktasindan gecen 6zel ¢dziimiin bulun-
masina baslangi¢c kosunu saglayan ¢6ziimiin ya da sinir degeri kosulunu saglayan ¢éziimiin bulun-
mas1 denilir. Geometrik olarak, bizim ugras alanimiza giren denklemler icin sinir degeri problemi,
denklemin genel ¢c6ziim uzayi icinden grafigi verilen (xp, yo) noktasindan gecen integral egrisinin bu-
lunmasi problemidir. Bu tiir problemlerin ¢éziimii icin, 6nce diferensiyel denklemim genel ¢oziimii
bulunur, sonra genel ¢6ziimdeki C sabiti belirlenir. C nin belirlenmesi demek (xy, yp) noktasindan
gecen integral egrisinin ¢ uzayindan secilmesi demektir.

1.3 Tek Degiskenli Diferensiyel Denklemler

Diferensiyel Denklemler bilimin hemen her alaninda 6nemli bir aractir. Doga olaylarini agiklamakta
kullanilan baslica alettir. Konusu c¢ok genistir. O nedenle, {iniversitelerde farkli dersler olarak oku-
tulur. Diferensiyel denklemleri ¢6zmek icin genel gecerligi olan bir ydontem yoktur. Onun icin, den-
klemler siniflara ayrilir ve her denklem sinifina 6zgii ¢c6ziim yontemleri gelistirilir. Bu kitapta bu genis
konunun ancak c¢ok cok 6zel bir sinifina kisaca deginecegiz. Kisitlamalardan birisi degisken sayisi
olacaktir. Cok degisken iceren kismi tiirevli diferensiyel denlemlere hi¢ girmeyecegiz. Tek degiskenli
fonksiyonlar ve tiirevlerini iceren diferensiyel denklemleri de tiirevlerin basamak sayisi ile kisitlay-
acagiz. Onunla da yetinmeyip, tek degiskenli fonksiyonlarin birinci basamaktan tiirevlerini iceren
dogrusal diferensiyel denklemlerle ilgili cok temel bilgileri verecegiz. Okurun, burada verilen bilgi-
lerin ¢ok dar bir alana sikistigini bilmesi gerekir.

Genel olarak, n, (n>1)degiskenli y = f(x;, xp,...,x;) fonksiyonun

Yoy vyt

gibi tiirevlerini iceren

aX)y+a1 (XY + a0y +...+ap(x)y" = b(x) (1.1)

bicimindeki denklemlere yiiksek basamaktan dogrusal diferensiyel denklem denilir. Tek degiskenli
diferensiyel denklemelere bazi kaynaklarda adi diferensiyel denklemler denilir. Bu kitapta tek degiskenli
diferensiyel denklem demeyi tercih ediyoruz. Dogrusal (linear) denmesinin nedeni y ve

»yyny ey LY
fonksiyonlariin kuvvetlerinin 1 olusudur. Bu kitapta n = 1 ve dogrusal olma halini ele alacagiz.

Tanim 1.3. (1.1) ifadesinde denklemin basamagi en yiiksek basamakl tiirevin basamagidir.

Tanim 1.4. Bir diferensiyel denklemin bilinmeyen fonksiyonunun en yiiksek basamaktan tiirevin poli-
nom seklinde yazililindai derecesine denklemin derecesi denilir.

(1.1) denkleminde, a;(x) # 0 ise, diferensiyel denkleme n-inci basamaktan tek degiskenli dogrusal
diferensiyel denklem denilir.

Ornekler:

(x?-1) yw —y" + ysinx = 0 tiglincii basamaktan dogrusal diferensiyel denklemdir.

y' + (x? +1)y® = 0 birinci basamaktan dogrusal olmayan (nonlinear) diferensiyel denklemdir.

x3y" + x(y")® = 5 ikinci basamaktan birinci dereceden bir diferensiyel denklemdir.

(y")? — ye* = 0 birinci basamaktan ikinci dereceden bir diferensiyel denklemdir.
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siny’ = xy' 1. basamaktandir, ama derecesi yoktur.

("3 - 5x(y")*0E* + 1 birinci basamaktan iiciincii dereceden bir diferensiyel denklemdir.

x bagumli, y bagimsiz degisken olmak iizere f = f(x,y) fonksiyonunun kismi tiirevlerinin var ve
stirekli oldugunu varsayalim.

f(x,y7)=C, (Ckeyfisabit) (1.2)

denleminde kismi tiirevleri zincir kuralina gore alirsak;

af _ordx ofdy _,

= 1.3
dx Oxdx OJydx (13)
of _p_ of _ ~_ .
olur. 3- =P =P(x,)), 3= Q = Q(x,y) dersek (1.3) denklemi
dy
P+Q—==0 1.4)
dx
biciminde yazilabilir. Bu denklemin
Pdx+Qdy=0 (1.5)

denklemine esit oldugu apaciktir. Burada (1.2) fonksiyonunun (1.5) denklemini sagladig apaciktir. O
nedenle (1.2) fonksiyonuna (1.5) diferensiyel denkleminin genel ¢oziimii denilir. Genel ¢6ziim den-
mesinin nedeni, denklemin biitiin 6zel ¢oziimlerini iceriyor olmasidir. Bunu agiklamak kolaydir:
C keyfi bir sabit oldugundan (1.2) bir vektér uzayidir. Bu uzaydaki her fonksiyon (1.5) denklemi-
nin bir 6zel ¢ozlimiidiir. Bu demektir ki, (1.2) uzayindaki her fonksiyon, C nin belirli bir degerine
karsilik gelen bir 6zel ¢oziimiidiir. Ozel ¢oziimlerde C sabiti yerine 6zel degerler alimir. Ornegin C = k
alindiginda ¢6ziim uzayindan belirli bir tanesi se¢mis oluruz. Genel hali baslangi¢c deger problemi
diye adlandirilan bu konunun derinligine girmeden sunu sdyleyecegiz. y = f(xp) = k degerini alan
¢cozlime (xo, k) noktasindan gecen 6zel ¢oziim denilir. Genel ¢6zlime ait fonksiyonlar (¢6ziim uzay1)
biitiin diizlemi doldurur; ancak diizlemin her noktasindan gecen bir ve yalnizca bir tane 6zel ¢dziim
fonksiyonu vardir. Bu ¢odziim grafigi (xo, k) noktasini iceren biricik ¢dziimdiir. Bu ¢6ztimii bulma
eylemine baslangi¢c deger problemi denilir. Ozel olarak tek degiskenli diferensiyel denklemler igin,
¢Ozlim uzayina integral egrileri, bu kiimeye ait her fonksiona bir integral egrisi denilir. Secilen (x, k)
noktasi da sinir degeridir.

1.4 Denklemin Dogrusala Doniismesi

Bu kitapta birinci basaktan birinci dereceden diferensiyel denklemler ele alinmaktadir. Denklemin
icerdigi y ve y’ fonksiyonlarinin kuvvetleri 1 oldugu icin, bu tiir denklemlere dogrusal dendigini
soylemistik. Ne var ki uygulamada basamagi 1 oldugu halde bazen derecesi 1'den biiyiik olan difer-
ensiyel denklemlerle karsilasiriz. Bu tiir denklemlerden bazilarini uygun bir degisken degistirmeyle
dogrusal denklem tipine indirgeyebilir ve bilinen ¢dziim yéntemlerini uygulayabiliriz. Yiiksek dere-
celi olan Bernoulli, Riccati, Clairaut ve Lagrange tiplerini indirgemeyi ve ¢c6ziim yontemlerini ele ala-
cagiz.

1.5 Tam Diferensiyel

Simdi yukarida séylediklermizin tersini diisiinelim. M(x,y) ile N(x, y) siirekli kismi tiirevlere sahip
iki fonksiyon olmak iizere, bir D bolgesinde

df =Mdx+Ndy (1.6)
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esitligi saglaniyorsa
Mdx+Ndy 1.7

ifadesine bir tam diferensiyel denilir. Bu durumda y = f(x, y) fonksiyonu (1.6) diferensiyel denklemini
saglayan bir ¢ozlim olur. f = f(x, y) fonksiyonu verilmisken, s6zkonusu tiirevler varsa (1.6) diferen-
siyel esitligini daima kurabiliriz. Ama bizim asil sorumuz, onun tersi olan problemdir:

Mdx+Ndy=0 (1.8)

diferensiyel denklemi verilmisken, acaba (1.6) esitligini saglayan bir y = f(x, y) fonksiyonu var midir?
Varsa nasil bulunur?

Bu problemin ¢6ziimii zor degildir. Oncelikle, (1.7) ifadesinin bir fonksiyonun tam diferensiyeli olup
olmadigini arastirmaliy1z. D bolgesinde f fonksiyonun ikinci kismi tiirevleri var ve stirekli ise,

0° 0°
f_of (1.9)
0x0y 0ydx
oldugunu biliyoruz. Bu kosulu (1.7) ifadesindeki M ve N fonksiyonlarina uygularsak;
oM 0N (1.10)
dy  0x )

kosulu ¢ikar. Demekk ki, (1.7) ifadesinin bir f = f(x, y) fonksiyonunun tam diferensiyeli olmasi icin
(1.10) esitligi gereklidir.
Ornekler:

1.
f,y)=x*+y+6x—y° (1.11)

fonksiyonunun tam diferensiyelini bulunuz.

Coziim:
of dx of dy )
df = ———=+-=—==Q2x+6)dx+6+3y")d
! 6xdx+6ydx (x+b)dx+(6+3y7)dy
2.
[cos(x)sin(x) —xy*]dx+y(1-x})dy=0 (1.12)

ifadesinin bir tam diferensiyel olup olmadigini gosteriniz. Tam diferensiyel ise verilen diferen-
siyel denklemin ¢6ziimiinii bulunuz.

M(x,y) =cos(x)sinx — xy2

oM oy
oy - Y

N(x,y) = y(1-x%
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oM ON

dy  0x
oldugundan verilen ifade bir tam diferensiyeldir. Simdi df = Mdx+ N dy esitligini saglayan
f = f(x, y) fonksiyonunu bulacagz.

fy=N=,~f(x,y)=dey+h(x)

fuqdzfyu—x%dy+hu)
1
=50 =)+ hix)
Uyari: integral sabiti, integral degiskeni olan y degiskenin baglh degildir, ama x degiskenine

bagl olabilir.
Simdi h(x) integral sabitinin degerini bulmaliy1z. Bunu bulmak icin f;, = M esitligini kullanmak

yetecektir:

ﬂnw:%wkm@%+mm
fe=M = h'(x) = cosx.sinx
h(x)= f cosx.sinx
L. >

=—-S5in“x
2

bulunur. Bu degeri f(x, y) = C (C sabit) esitliginde kullanirsak

1
fx,p=C= E(yz—x2y2+sin2x) =C

aradigimiz fonksiyonun kapali (implicit) bicemidir.

2xydx+ (x> +3y*)dy=0 (1.13)

ifadesinin bir tam diferensiyel olup olmadigini gosteriniz. Tam diferensiyel ise verilen diferen-

siyel denklemin ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim:
M(x,y) =2xy
oM oy
oy -

N(x,y) = x? +3y2
6N_

— =2X
0x
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oM 0N
dy  0x

oldugundan verilen ifade bir tam diferensiyeldir. Simdi df = Mdx+ N dy esitligini saglayan
f = f(x,y) fonksiyonunu bulacagiz.

fx:M:>f(x,y):fde+h(y)

flx,y) = foy dx+ h(y)

= x2y+ h(y)

Uyart: Integral sabiti, integral degiskeni olan x degiskenin bagli degildir, ama y degiskenine
bagli olabilir.

Simdi h(y integral sabitinin degerini bulmaliy1z. Bunu bulmak igin f), = N esitligini kullanmak
yetecektir:

fx,y) =x*y+hy)
fy=N=>x2+h'(y) = x?+3)?

h(y) = f?)yz dy

bulunur. Bu degeri f(x,y) = C (C sabit) esitlsginde kullanirsak

x2y+y3:C

aradigimiz fonksiyonun kapali (implicit) bigemidir.

Bx*+4xy)dx+(2x*+2y)dy=0 (1.14)

ifadesinin bir tam diferensiyel olup olmadigini gosteriniz. Tam diferensiyel ise verilen diferen-
siyel denklemin ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim:

My = 4x = Ny oldugundan ifade bir tam diferensiyeldir. Simdi bunu tam diferensiyel kabul
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eden f = f(x,y) fonksiyonunu bulalim.

F(x,y)=fM(x,y)dx

=f(3x2+4xy)dx+ h(y)
=x>+2x%y+h(y)
% =N(x,y)
2x°+ W' (y) =2x° + 2y
h'(y)=2y
h(y):nydy

h(y) = y2 +C (C sabit)

O halde aradigimiz fonksiyon

B +2x°y+y? =Cdir

3x%dx+3y*dy=0 (1.15)

ifadesinin bir tam diferensiyel olup olmadigini gosteriniz. Tam diferensiyel ise verilen diferen-
siyel denklemin ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim:

My, = 0 = Ny oldugundan ifade bir tam diferensiyeldir. Simdi df = Mdx+ Ndy esitligini
saglayan f = f(x, y) fonksiyonunu bulacagiz.

fx:M:f(x,y)szdJHh(y)
f(x,y):f?wc2 dx+h(y)
=x3+h(y)

(1.15) tam diferensiyel oldugu icin M (x, y) nin integrali f = f(x, y) fonksiyonuna esit olur. Tabii,
x degiskenine bagh olamayan bir /(y) integral sabiti olacaktir: fx = M esitligini kullanirsak;

flx,y) = fde+ h(y)
=x>+h(y)
[ fonksiyonunun y degiskenine gore tiirevi N(x, y) oldugundan;
W' (y)=3y°

h(y) =f3y2 dy
hiy)=y3+C
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bulunur. Bu degeri f(x,y) = C (C sabit) esitliginde kullanirsak

x3+y3=C

aradigimiz fonksiyonun kapali (implicit) bigemidir.

(e*siny—2ysinx)dx+ (e*cosy+2cosx)dy =0 (1.16)

ifadesinin bir tam diferensiyel olup olmadigini gésteriniz. Tam diferensiyel ise verilen diferen-
siyel denklemin ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim:

My, = e cosy—2sinx

Ny =e*cosy—2sinx

M, = e*cos y—2sinx = Ny oldugundan (1.16) ifadesi bir tam diferensiyeldir. Bu ifadenin kimin
tam diferensiyeli oldugunu bulmak i¢in f), = N esitligini kullanabiliriz:

f y= N
f= f Ndy+ h(x)
= f(excosy+200sx) dy+ h(x)
N =e*siny+2ycosx+ h(x)
Burada h(x) integral sabitinin degerini bulmak icin f, = M esitligini kullanabiliriz:

f(x,y)=e*siny+2ycosx+ h(x)
fr=e"siny—2ysinx+h'(x)
M=e"siny—2ysinx

h(x)=0

My, ve Ny tiirevlerini hesaplarsak:
My =e*cosy—2sinx
Ny =e*cosy—sinx

olur. Buradan M, = Ny ¢ikar. O halde verilen diferensiyel denklem tamdr. hW(x)=0= h(x) =
C degerini kullanirsak f(x, y) = C esitliginden
fx,y)=e*siny+2ycosx=C

genel ¢coziimii bulunur.
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7.

(cos’x—ycosx)dx—(1+sinx)dy =0

11

(1.17)

ifadesinin bir tam diferensiyel olup olmadigini gosteriniz. Tam diferensiyel ise verilen diferen-

siyel denklemin ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim:
My =—C0SsX
Ny =—-cosx

M, = —cosx = Ny oldugundan oldugundan (1.16) ifadesi bir tam diferensiyeldir. Bu ifadenin

kimin tam diferensiyeli oldugunu bulmak icin f, = N esitligini kullanabiliriz:
f y= N
f= f Ndy+ h(x)
= —f(l +sinx)dy+ h(x)

=—y—ysinx+ h(x)

Burada h(x) integral sabitinin degerini bulmak icin f, = M esitligini kullanabiliriz:

fx,y)=-y—ysinx+ h(x)
fx=M
—ycosx+ h(x) = cos®x— ycosx

h(x) = cos®x

h(x) =fcoszxdx+C

1+cos2x

1 1 .
=—x+-sin2x+C
2 4

Bu degerleri f(x, y) = C esitliginde kullanirsak;

fl,y)=C= -2y(1+sinx) + x+ sinxcosx = C genel ¢dziimii bulunur.

1.6 Alstirmalar

Asagidakilerin tam diferensiyel olup olmadiklarin1 denetleyiniz. Tam diferensiyel olanlar icin f =

f(x, y) fonkiyonunu ya da kapali bigemini ve varsa istenen integral egrisini bulunuz.

1.

(ycosx+2xe’)dx+ (sinx+x*e” +1)dy=0  Yamt: ysin(x)x’e¥ —y=C
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(€Y —2x)dx+ (€Y +2y)dy=0,y(0)=0  Yamt: 1=e"V—x*+)°

2xydx+(x2+3y2)dy=0 Yanit: x2y+y3:C

2
(1+2x\/x2—y2dx—2y\/x2—y>dy =0 Yanit: x+§(x2—y2)% +C=0

2xy-9x°+ 2y +x*+1)y' =0

Coziim: y> + (x> +1)y—3x*=C

2xy* +4-238-x*y)y' =0, y(=1)=8
Cozim: x2y2—6y+4x= C,C= 12,x2y2—6y+4x—12:0

2ty
13241
Goziim: y(In(t*+1)) - t* -2y =C,C=-25,y(In(t* +1)-2) - * +25=0

—2t-(2-1In(*+1)y'=0, y(5)=0

(y* —2x)dx+(@2xy+1)dy=0,

Cozim: xy2 - x° +y=C
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9.

x(1-siny)dy = (cosx—cosy)—y)dx=0

Cozim: xy +xcosy—sinx=C

10.
Bx’y—Ddx+(x* +6y—y32)dy=0,  y(0)=3

1 1
Cozim: x3y—x+3y2—§y3:C,C: 18,x3y—x+3y32—§y3—18:0

11. (2xlny+ey)dx+(x—y2+xey+y2) dy=0

3
Coziim: x*Iny+ xe + % =C

12. (6xy—y®)dx+(4y+3x*-3xy*)dy=0
Cotim: 3x%y - xy3+2y>=C

1.7 Degiskenlerine Ayrilabilir Denklemler

Tam diferensiyel denklemlerden sonra ¢oziimii en kolay olan denkelm tiirii degiskenlerine ayrilabilen
diferensiyel denklemlerdir. Bu denlemlerde x ve y degiskenlerine baglh ifadeler birbirlerinden ayrila-
bilir. Boylece ayrilmis ifadelerin integralleri alinarak genel ¢éziime elde edilebilir. Birinci basamaktan

dy

Y 1.18

dx f&y) (1.18)
214 diferensiyel denklemin de f(x, y) fonksiyonu

g(x)
.h =— 1.19
g(x).h(y) o) ( )

biciminde yazilabiliyorsa, (1.18) diferensiyel denklemine degiskenlerine ayrilabilir denir. Tabii bu-
rada h(y) = ﬁ dir. Dolayisiyla denklem f(y)dy = g(x)dx biciminde yazilarak integral alinirsa

ff(y)dy:fg(x)dx+C:~F(y):G(x)+C (1.20)

genel coziimii elde edilir.
Asagdaki drnekler, bu eylemin nasil yapildigini géstermektedir.
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A+yHdx—-2yV1-x2dy (1.21)
denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
Coziim:

Veilen denklemi V1 — x2(1 + y?) ile bolerek degiskenlerine ayirabiliriz:

dx  2ydy
Via2 1+)2

Iki yana integral formiilleri uygulanirsa genel ¢oziim,

Arcsinx—In|1+y*|+C=0

olur.

xy?dx—(x+5)dy=0 (1.22)

denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
Coziim:

Veilen denklemi y?(x +5) ile bélerek degiskenlerine ayirabiliriz:

xdx dy
x+5 2

Iki yana integral formiilleri uygulanirsa genel ¢oziim,

xdx fdy
—=| = +C
X+5 y?
olur.
1
x—=5ln|lx+5/+—=C
y
yada

1
T C—x+In|x+5p°

y

olur.
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3.
dy 5 1
— =6y°x, )= — 1.23
dx U ym 25 (1.23)
diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz ve ¢éziimiin gecerli oldugu aralig1 bulunuz.
Coziim:

Asagidaki ilk satirdan goriildiigii gibi, denklem degiskenlerine ayrilabilir tiirdendir.

y2dy=6xdx

fy_zdy=f6xdx
1

-—=3x*+C
y

Son satir denklemin kapali genel ¢oziimiidiir. Simdi y(1) = % kosulunu saglayan 6zel ¢6ziimii
bulmak icin, C sabitini belirlemeliyiz:

L=31)02%=C=C=-28

25
cikar. O halde aranan 6zel ¢6ziim

y=f0) =55
olur. Son olarak bu ¢6ziimiin hangi aralikta gegerli oldugunu belirleyelim. Onceki derslerimiz-
den bildigimiz gibi iki kosulun saglanmasi gerekiyor.
(a) Aralikta fonksiyon siirekli olmalidir. Dolayisyla aralik keintisiz olmali, delik noktalar icer-
memelidir.

(b) Aralik baslangic degeri olan x = 1 noktasini icermelidir.

o . . ce s v e e . o _ 28
Arahgin delik komguluk icermemesi i¢in, ¢6ziimiin paydasinin sifira esit oldugu x = +/ %* nok-

talarin1 icermemlidir. Oyleyse ¢oziimiim gecerli oldugu aralik:

/28 /28
-/ = <x<\/—
3 3

arahgidir.

dy 3x*+4x-4
T —Zy—4 , y)=3 (1.24)
Coziim:

Asagidaki ilk satirdan denklemin degiskenlerine ayrilabilir oldugu goriiliir. Son satir genel ¢6ziimii
vermektedir:

Ry-4)dy=(3x*+4x—4)dx
f(2y—4)dy:f(3x2+4x—4)dx

y2—4y:x3+2x2—4x+C
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Simdi y(1) = 3 olan 6zel ¢6zzlime karsilik gelen C sabitini belirleyelim. Genel ¢éziimde x =
1, y =3 koyarsak

32-43)=13+20H-4)+C=C=-2
olur. Bu degri genel ¢6ziimde kullanirsak aranan 6zel ¢6ziim elde edilir:
y2—4y:x3+2x2—4x—2
y2 -4y - (P +2x*—4x-2)=0

Coziimiin gecerli oldugu araligl bulmak i¢in, genel ¢6ziimden y fonksiyonunu cekersek;

4+2v/4+ (x3+2x2-4x-2)
2
=2+ V4+ (B3 +2x2—4x-2)

y(x) =

Tek ¢6zlim istedigimize gore, bu sonuclardan + isaretli olan kolu secebiliriz:
3=y(1)=2+V1+2-4+2=2+1=3,1

olur. Bu durumda,
P 4+2x—4x+220

cikar. Bu denklemi Matlab ya da Mathematica gibi bir aracla ¢ézerseniz x = —336523 ¢ikar.
demek ki ¢6ziimiin gecerli oldugu aralik [-336523, 0c0) dir.

dr _r?

g 6’
Céziim: Asagidaki ilk denklem denklemin degiskenlerine ayrilabilir oldugunu, son denklem ise
genel ¢cozlimii veriyor.

r(ly=2 (1.25)

1 1
—=df

r2 0

1 1
—=[>a0

frz /0

1
—-—=In(0)+C

-=
Simdi r (1) = 2 olan 6zel ¢ozlimii veren C sabitini belirlemeliyiz: 8 = 1,r = 2 degerlerini genel
coziimde kullanirsak C = —% bulunur. O halde 6zel ¢6ziim
1
r=————
3 —In(16))

olur. Bu c¢oziimde 6ncelikle |8] = 0 degerinden sakinmaliyiz. Coziimde |0] yazdigimiz icin
negatif degerler girmeyecektir:

1
——1Inl01=0
2
1
Inlf|=-
2

0=+ve



1.8. ALISTIRMALAR 17

cikar. Buradan ¢6ziimiin gegerli oldugu aralig1 belirleyebiliriz:

—c0<f<—ve
—Ve<0<0
0<8<+e
Ve<8<oo

Bu araliklar arasinda baslangi¢ 6 = 1 degerini iceren ama 0 degerini icermeyen aralik 0 < 6 < y/e
araligidir. Oyleyse aranan aralik budur.

1.8 Alstirmalar

1.
2ydy = (x* +1)dx
v 2 1 3
Cozim: y° = gx +x+C
2.
xdx+secxsinydy =0
Cozim: cosy = xsinx+cosx+C
3.
(xz—l)dex+x2dy=0
Cozil 1 1+ c
Ozlim: — = —+x=
2y x
4.
y=2y, y0)=8
Coziim: y = C.e**,C =8,y =8e**
5.
yl _ xexz—lnyz
3
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10.

11.

12.

’r_ x2_4y
Cx+2

v ("Z—Z—Zx)
Cozim: y=Ce

xy' =2(y—4)

Cozim: y=4+ Cx?

dx
—+2tx=0
X

Coziim: x(f) = Ce™"

_— 1,
Cozliim: Iny = Ex +C

Ryx*+4)y +(2y*-3)=0

Cozim: yzx2 -3x+4y=C

" 4-2x
3y2-5
Cozim: y3—5y:4x—x2+C

y

2vxy =cos’y,y4) =

Goziim: tan™ (vVx -

e

CHAPTER 1. DIFERENSIYEL DENKLEMLER
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1.9 integral Carpam
Onceki béliimde

M(x,y)+N(x,y)=0 (1.26)
denklemleri icin

M, = Ny (1.27)
esitligi saglaniyosa; yani (1.26) tam diferensiyel ise,

df =Mdx+ Ndy (1.28)

esitligini saglayan f = f(x,y) fonksiyonunun nasil bulunacagini gordiik. Gercekten orada anlatilan
yontem tam diferensiyel olma kosulunu saglayan (1.26) tiirii diferensiyel denklemlerin ¢c6ziimii i¢in
cok kolay bir yontemdir.

Ancak, verilen diferensiyel denklem her zaman tam diferensiyel olma kosulunu saglamayabilir. (1.26)
tipinde ama

M, # Ny (1.29)

esitsizligini saglayan; yani tam olmayan diferensiyel denklemlerin ¢6z{iimii icin integral ¢carpani diye
adlandirilan bir ydontem gelistirecegiz. Diislince oldukca basittir: Tam olmayan diferensiyel denklemi
uygun bir fonksiyon ile carparak tam hale getirmek.

Tanim 1.5. M(x,y), N(x,y) fonksiyonlar siirekli kismi tiirevlere sahip ve (1.29) esitsizligini sagliyor
olsunlar. Eger

plx, y)M(x,y) + p(x, y)N(x, y) (1.30)
ifadesi bir tam diferensiyel oluyorsa u(x, y) fonksiyonuna (1.26) igin bir integral carpani dir denilir.
1 bir integral ¢arpani ise, tamlik kosulu geregince

d(u.M) d(u.N)
3y = “ox (1.31)

esitligi saglanir. Buradan;

0 00D 04 ON)

1.32
oy K oy O0x 0x (132)

esitligi yazilabilir. Diizenlersek;
p(My— Ny) = pe.N — piy.M (1.33)
esitligi yazilabilir. Bu esitlikten p(x, y) carpanini cekersek;

Uy N — py.M)

(1.34)
M, — N,

H=M%ﬂ=(
esitligi cikar. Bu esitligin sag yani ii¢ farkli tipte deger alabilir:

1. p = p(x) olur; yani integral carpani yalnizca x degiskenine bagl olabilir.

2. p = u(y) olur; yani integral ¢carpani yalnizca y degiskenine bagl olabilir.
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3. u=pu(x,y) olur; yani integral ¢carpani hem x degiskenine hem y degiskenine bagh olabilir.
[lk iki halin ortaya ¢ikmasi durumunda p ¢arpani genellikle kolay bulunur. Simdi bu ti¢ hali 6rneklerle

inceleyelim.
1) u = u(x) Durumu:

H:u(x) (1.35)

ise uy = 0 olacagindan (1.34) esitligi

_ Hx.Ny
My — Ny
d M,— N
av _ Ty T g
u N

M, - N.
lnu:f#dx
N
i) = ef < dx

esitliklei yazilabilir. Son esitlikte integrallenen ifadenin yalnmiz x degiskenine bagh oldugu i¢in p(x) =
%Nx konumuyla, integral ¢arpanini

p(x, y) = el PEIAx (1.36)

bi¢iminde yalinlastirabiliriz.
2) u = pu(y) Durumu:
Yukarida x ile y degiskenlerinin rollerini degistirirsek, u carpaninin yalnizca y degiskenine bagh oldugu

6zel durum ortaya cikar. Bu durumda p, = 0 olacagindan, g(y) = Nx;/[My konumuyla integral ¢carpani
icin

pu(x, y) = el A0y (1.37)

yazilabilir.

3) u = pu(x,y) Durumu:

Bu durumda ifadede bir kisaltma olmaz. y carpani dogrudan (1.34) esitliginden bulunur.
Simdi bu ti¢ durumu 6rnekler tizerinde inceleyelim.

Ornekler:

(x* +2y)dx—xdy=0 (1.38)

diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim:

M(x,y)=x*+2y, N(x,y) =x (1.39)
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dersek verilen denklem (1.26) bicemindedir.

oM _
e
ON
==

2
-1

yani M, # N dir. O halde (1.38) ifadesi bir tam diferensiyel degildir. Problemi ¢6zmek icin,
(1.38) ifadesini tam diferensiyel yapan bir p intgral carpan: bulmaya ¢alisalim.

op _ My-N: 2-(-1) 3

u N -X X
dir. bu ifde y den bagimsiz oldugu icin p integral carpani yalniz x degiskenine bagh olmalidir:

3
Inu=| ——d
nu [ Pl

=-3lnx

-3inx

wx)=e

x3

Simdi integral carpani ile carpildiginda ifadenin tam diferensiyel olup olmadigini gérelim:

x> +2y

pM = —3
ouM 2
dy  x3

X
BN =3
OuN 2
0x  x3

(uM)y = (UN) x
oldugundan u = % bir integral sabitidir. Simdi
(uM)dx+ (uN)dy =0

1 2y 1
(;4—;) dx—;dy=0

ifadesini tam diferensiyel kabul eden f = f(x, y) fonksiyonunu bulalim:
flo,n =/,ude+ Cy)

B 1 2y

B f (x - x3

_ y
= lnx—§+C(y)

dx+C(y)
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fy=uN
1, 1
AR
= C'()»)=0
=C(y)=C

O halde genel ¢bziim; f(x,y) = —% +Inx=C

olur.

2y2(x+ yHdx+xy(x+6yH)dy (1.40)

diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozliim:
M(x,y) =2y*(x+ %), N(x,y) =xy(x+6y% (1.41)

dersek verilen denklem (1.26) bicemindedir.

9 4xy+8y°
— =4x
oy yrey

N o xy+6y®

— —9x

ox yrby

yani My, # Ny dir. O halde (1.40) ifadesi bir tam diferensiyel degildir. Problemi ¢bzmek igin,
(1.40) ifadesini tam diferensiyel yapan bir p intgral carpani bulmaya ¢alisalim.

op  Nx—-M,  2y(x+yH) 1

u M 2p2(x+yd) y

dir . Buradan

1
ln,uzf——dy
y

=-Ilny

ply)=e "
1
elny

Simdi integral carpani ile carpildiginda ifadenin tam diferensiyel olup olmadigini gérelim:

puM =2y(x+y%
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(UM) = (UN)x

oldugundan u = % bir integral sabitidir. Simdi
(uM)dx+ (uN)dy =0

ifadesini tam diferensiyel kabul eden f = f(x, y) fonksiyonunu bulalim:

fl,y) = f(2xy+2y3)dx+ Ci1(y)

= xzy+2xy3 +C1(y)
of
3y = x*+6xy* + C}(y)
=HN
=x? +6xy2
= C;(») =0

= C1(y)=C, (Csabit)
fx,y)=x*y+2xy°+C

2 .
(xcosx+ y_) dx_(xsmx+y) dy=0 (1.42)
X y

diferensiyel denklemini ¢6z{iniiz.
Coziim:

2
M(x,y) = (xcosx+y7 , N, y= _(

(1.43)

xsinx N )
y
y

dersek verilen denklem (1.26) bicemindedir.

oM 2y

ay  x

ON _ sinx+xcosx

ox y
yani M), # Ny dir. O halde (1.42) ifadesi bir tam diferensiyel degildir. Problemi ¢6zmek icin,
(1.42) ifadesini tam diferensiyel yapan bir p intgral carpani bulmaya calisalim. (1.42) ifadesini
u(x, y) ile carpip tam diferensiyel olma kosulunu yazarsak;

pyM = pxN = p(Ny — My)
esitligi cikar. Buradan

ez

sinx+xcosx 2y
y x
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Bu esitlik ancak,
By _ 1 Bx_ 1
I YoM x

olmasi halinde saglanir. Oysa bu esitlikler
1
M(x,y) = — (1.44)
Xy

olmasinin gerektirir. O halde integral carpanit hem x hem y degiskenine baghdir. (1.42) ifadesini
ux,y) = xiy ile carptigimizda elde edilen ifade

(55 e (5 2 ay =0

olur. Bunun tam diferensiyel olma kosulunu sagladigi kolayca goriiliir. Son ifadeyi tam diferen-
siyel kabul eden f = f(x, y) fonksiyonunu bulalim:

f(x,y):f(w;x+%)dx+cl(y)

sinx 'y
= -=+C
T 1N

of _ sinx
ay )
:HN
1 (xsinx )
- +

Xy y

= C;(») =0

= C1(y)=C, (Csabit)

f(x,y): sznx_%*_c

—1+c’()
X 1

2
(xe* + xlny+y)dx+ x—+xlnx+xsiny)dy=0 (1.45)
y

diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.
Cozim:
2

M(x,y) = (xe*+xlny+y), N(x,y) = (x_ +xlnx+xsiny (1.46)
y

dersek verilen denklem (1.26) bicemindedir.

ﬂ—f.&l
ay y
ON

2x .
— =—+Inx+1+siny
ox y

yani M, # N dir. O halde (1.45) ifadesi bir tam diferensiyel degildir. Problemi ¢6zmek icin,
(1.45) ifadesini tam diferensiyel yapan bir u integral carpan1 bulmaya ¢alisalim.
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x o
M, — N, _ Ty Inx—siny :_l
N x(§+lnx+siny X
dir. bu ifde y den bagimsiz oldugu icin p integral carpam yalniz x degiskenine bagh olmalidir:
1
Inp=| -=d
nuy f pLl
=-Inx
u(x) - e—lnx
_ e—lnx
1
- elnx
1
X

Simdi integral carpani ile carpildiginda ifadenin tam diferensiyel olup olmadigini gérelim:

1
UM = —(xe* +xlny+y)
x

y
=e*+Ilny+=
e ny+<
0
owdy) |11
oy Yy x
1 (2
,uN:; — +xlnx+xsiny

EJrlnx+siny
y

owN) 11
ox ¥y x
(uM)y = (UN) x

oldugundan u = % bir integral sabitidir. Simdi

(uM)dx+ (uN)dy =0
ifadesini tam diferensiyel kabul eden f = f(x, y) fonksiyonunu bulalim:

fx, =f,ude

:[(ex+lny+£)dx+C1(J/)

=e*+xlny+ylnx+Ci(y)
0
of f+lnx+Ci(y)
oy y

UN = x(x* +xlnx+xsiny)
y\y
= f+lnx+siny
y
_of
=5y
= C}(y) = siny

= C1(y) =—-cosy+C, (Csabit)
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O halde, genel ¢coziim;
fx,y)=e +xlny+ylnx—cosy+C

olur.

d 3xy+y°?
gy _ 2TV (1.47)
dx X+ Xy
diferensiyel denklemini ¢6z{iniiz.
Coziim:
denklemi
Bxy+yH)dx+ (x> +xy)dy=0 (1.48)
biceminde yazarsak;

M(x,y) =3xy+y2
N(x,y) =x2+xy

olur. Burdan
My:3x+2y, Nx:2x+y:My;éNx
sonucu ¢ikar. Simdi (1.48) ifadesini tam diferensiyel yapan bir integral carpani bulmaya calisalim:

My-N:e 1

N X

oldugundan yalniz x degiskenine bagh bir u(x) integral carpani vardir:
L(x) = ef@dx — ef%dx = elnx —
(1.48) ifadesini u(x) = x ile ¢arparsak, carpimin tam diferensiyel oldugu goriiliir. Bunu tam

diferensiyel kabul eden f = f(x,y) fonksiyonunu bulmak icin f; = 3x%y + xy? esitligini kul-
lanalim:

f,y=x>y+ %xzy2 + h(y)

cikar. h(y) integral sbitinin degerini bulmak igin f, = x3+ x?y + h'(y) eitligini kullanalim:
fy=x+x*y veh'(y)=x"+x*y = h'(y)=0= h(y) = C, (Csabit)

cikar. Bunu yerine yazarsak genel ¢6ziim;
fp=x"y+x’y=C

olur.
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1.10 Ahstirmalar

1.

1 1
2.3 YA v .. 2
+ I+ :0) .= -+ =C
Xy +x(1+y)y Cozim 5% 27 nlyl

B2y +2xy+ ydx+ (2 +y)dy =0, Cozim: e¥xy+e3*yP=C

2

2y + 214Dy =0, Goziim: 3% — —— + Inlyl = C
) . 2 2y2

y'—iy:(x+1)4 Cézﬁm'y:(x+1)3(lx2+x+c)
x+1 ’ : 2

n 2 sinx Coziim C—cosx

—y= y VA . -

Y xy x2 y 2
1 -X A _x

y —;er , Cozim: y=x(e *+C

, . 1 e
Y +2xy=x, Cozim:y= §+Ce
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8.
/ 1 _ 2.3 FrO I _3 4 2
y ——y=3x", Cozim:y=-x"+Cx
X 4
9.
/ 2 _ o ee . _ 2
y—;y—O, Coziim: y=Cx
10.
ty +2y=1t>—t+1 Coziim: —lt2—1t+lg
y+ey= ' YRt TR
11.
i 1 1 1C
ty' =2y = 2sin2t) - 2 + 4¢* =P Coziim:y=-r2—t4-—
y -y tn(@h y(n)4 oz y4 3 212
12.
Yy
(2x*+y)dx+(x*y—x))dy =0, Cbzﬁm:y=2x+?—;:C

1.11 Birinci Basamaktan Homojen denklemeler

Tam diferensiyel denklemlerden sonra en kolay c¢oziilebilen denklem tiiriiniin degiskenlerine ayrila-
bilir diferensiyel denklemler oldugunu s6ylemistik.

Bazi denklemler her iki tiire girmez. Ama uygun ilemlerle o tiirlerden birisine doniistiiriilebilen den-
klem siniflar1 vardir. Onlardan birisi bu kesimde ele alacagimiz, homojen denklem sinifidir.

f(tx,yt) = t" f(x, y) esitligini saglayan f(x, y) fonksiyonuna n-inci dereceden homojendir denilir.
t= % alinirsa;

! = rE Yyl
S )=, =¢()

P N
f,y=x f(l,x) x <,b(x)
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bicimine doniisebilir. M(x, y) ve N(x, y) fonksiyonlaar1 x ve y degiskenleine goére ayn1 dereceden ho-
mojen iseler

M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0

bicimindeki diferensiyel denklemlere homojen'dir denilir.

Ornek:

fx,y= x%+ y2 fonksiyonu ikinci dereceden homojendir. Ciinki; f(tx, ty) = (tx)% + (ty)2 = 12 fx,»
dir.

Ornek:

(y +/x%+ y2) dx — xdy = 0 denklemi homojendir. Giinkii;

d .
Z=L1\/1+@)2=¢3) dir
Tanim 1.6. Birinci basamaktan

M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0
bicimindeki diferensiyel denklemlere birinci basamaktan homojen diferensiyel denklem denilir.

Bu tiir denklemleri ¢6zmek icin;

u:Z—»y:ux,y’:LHu'x

b
konumu yapilirsa;
-9y
y_dx
—o(2 =
o(?) oo
y=f®
v+v'x=fx)=y
bW v
x
dv _ﬂ
fy-v x
dv ﬂ
¢)(v)—v_ X

biciminde degiskenlerine ayrilabilir. Son esitlikte bilinen integral fomdilleri kullanilarak ¢dziime ulasilir.

Ornekler:
1.
X2+ ) dx+xydy=0 (1.49)
diferensiyel denklemini ¢6z{iniiz.
Coziim: Denklem ikinci dereceden homojendir. y = ux, dy = xdu + udx konumu yapililirsa,
verilen denklem;
A+ u?)dx+ x*u(udx+xdu) =0
1+ u2) dx+u(udx+xdu)=0
(1+2u*)dx+uxdu=0

dx udu
_— =
x  1+2u?
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Son ifade degiskenlerine ayrilabilir bir diferensiyel denklemdir. Onun x ve u degiskenlerine gore
¢cOzimii:
Inx+ iln(l +2u”) =K
4lnx+In(1+2u?) = 4K
Inx*(1+2u?) =4K
Son esitlikte logaritma fonksiyonunun tersini kullanirsak, ifadeyi tistel bigime sokabiliriz:
a+2u)=e=C

Simdi u = % konumuyla u degiskenini yokedersek

2
x4(1+2y—2)=C
x
ya da
+2xfyt=C

elde edilir. Bu aradigimiz genel ¢6ziimdiir.

! Xy

= X2 +2y2

(1.50)

denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: Denklem 2-inci dereceden homojendir. y = ux, y' = v/ x + u konumuyla;

u'x+u:—2
1+2u

u=ux+2xv’u +u+2u’

208 = (x+2xu®)u/

1+2u? B dx

2us X

lfdu du fdx
— | =+ —=-] —+C
2J ud u X

11
———lnu+lnx=C
4 y?

1
~1 +ullnu+ ulnx = Cu?
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3.
3 2
;X" +3xy
=" 1.51
V=3 y+2y3 (1.51)
diferensiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
Céziim: Denklem 3-iincii dereceden homojendir.

y = ux,y' = u'x+ ukonumuyla denklemi degiskenlerine ayirabiliriz:

Buxu' + U x+3u +ut =1+3u°

x@Gu+udu' =1-u*

Bu+u® , 1

u =
1-ut X

3
fﬂdu:fﬂ+lnc
1-ut X

3udu u3
fl_u4+f1_u4du—lan:0 (1.52)

Simdi (1.52) esitliginin solundaki integralleri ayr1 ayr1 hesaplayalim:

t = u?,dt =2u du konumuyla
3u 3 dt
su z_f_
/1—u4 “T2)1-e
1
=- dt
[tz—l

S
(t=-1(+1)
1 fde 1 dt

2J t+1 2J t-1

u=t+1,du= dtkonumuyla ilk integral hesaplanabilir:

1 dt 1 fdu

2J t+1 2J) u

Benzer diisiiniisle, v = t — 1, dv = d ¢t konumu yapilirsa;

1 dt 1@

2J t—-1 2 v
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bulunur. Buradan

1
=——InQ-u*
2 n(l-u")
Simdi (1.52)’in ikinci integralini hesaplayalim:

fusdu_ 1[—4u3du
1-u* 4) 1-ut

1
- Zln(l —uH+1InC

=In- +InC

1-—ut

Bulduklarimiz: biraraya getirirsek genel ¢6ziim ortya cikar:

1 1 Cx?
In =1InCx (1.53)

n +In +
Vi+1 Vi-1 V1-y*

3 3
u 1 —4u

[ =t [ g
1—ut 4J) 1-ut

l

1
= —In(1-u*
4n( u)
Buradan;
1 dt _lf dt __l(ln(t+1)—ln(t—1))
2) t+1 2) -1 2
1 t+1
:——ln_
2 t-1
4.
2,2
y,:x y (1.54)

Xy
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diferensiyel denklemini ¢6z{iniiz.

Coziim: Esitligin sagindaki terimi ayirip diizenleyelim:

y,:x_2+y_2
Xy Xy
XY
= — + =
y v x
AN
= | = + =
v=(3) 1
Buradan;
ay _(y\7'.y
— =L + =
dx (x) X
u+xu' =ut+u
xdu—u_1
dx

Ifade degiskenlerine ayrilabilir hale gelmistir.

1
udu=—dx
X
1
fudu:f—dx
X
2
u?zlnx+ln(Cx

u==++/(2InCx)

bulunur. Buradan u = % koyarsak ¢6zlim;

=44/ (2InCx)
=+xv/(2InCx)

genel ¢coziimii bulunur.

Y
X
y

r_Yx-y)
y - xz

(1.55)

diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim: Esitligin sagindaki terimi ayirip diizenleyelim:

;XY Y

x2  x?
2
Yy

y=—""=
x x?

(-



34

Buradan;

d
42y
u+xu' =u—u?
x@:—u2
dx

Ifade degiskenlerine ayrilabilir hale gelmistir.

bulunur. Buradan u = % koyarsak ¢6ziim;

X=ln(Cx)
X

X
y= InCx)

genel ¢coziimii bulunur.

1.12 Ahstirmalar

1.
y'+y=0
Coziim: y = Ce™>*
2.
y+x*y=0
Coziim : y = Ce™*' 3
3.

y+y=0 y0)=4
Coziim: y=4e™*

CHAPTER 1. DIFERENSIYEL DENKLEMLER
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4,
Y +ysinx=0  ym=1
Coziim : y = el 760
5.
2y +y=0 y1)=-2,x>0
Coziim : y = e Teos¥
6.

By -2y=0 y1)=1,x>0

ve ae —_f2
Coziim: y=e'™!

7. y(x) fonkiyonu y' + Cy = 9 diferensiyel denkleminin ¢6ziimii ve y(2) = 4 ide y(x) fonksiyonu
nedir?

Coziim :
C=1In5y= 100e*!15

8. Bir bakteri tiirtiniin ¢cogalmasi niifusii ile dogru orantilidir. Bakteri niifusu ¢ = 0 anida 1 milyon
ve ¢t = 1 aninda 1.5 milyon ise, bakterilerin ¢ anindaki niifusu nedir?

Coziim : 108¢!17()

9. Bir radyoaktif elementin yar1 dmrii 6 yildir. £ = 0 aninda bir radyoaktif element kiitlesinin agir-
l1g1 10 ton ise, t anindaki element miktarini bulunuz.

Coziim : y = 10e” 1@

10.
y' —ycos(e") =0,  y(0)=0
Cozim: y=0

11. 2xyy' =4x*+3y?, Coziim :y? +4x% = Cx3

12. xy' =y++/x'3-)2, Coziim:Sin~'L = Inx+C
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1.13 Birinci Basamaktan Dogrusal Diferensiyel Denklemler

Uygulamada karsimiza ¢ikan denklem siniflarindan birisi de Birinci Basamaktan Dogrusal Diferen-
siyel Denklem sinifidir Bu siiftaki denklemler icin uygun bir integral carpani bulunur ve tam difer-
ensiyel tipine indirgenebilir.

y' +yP(x) = Q(x) (1.56)

bicimindeki denklemlere birinci basamaktan dogrusal diferensiyel denklem denilir. Dikkat edilirse,
denklemde y’ ve y degiskenlerinin kuvvetleri 1 dir. Dogrusal denmesinin nedeni budur. P(x) ve Q(x)
fonksiyonlar1 x dgiskenine bagl herhangi iki fonksiyondur. Bu tiir denklemleri ayrilabilir diferensiyel
denklem tipine doniistiirmek icin uygun bir I(x) integral ¢arpani bulunur:

I(x) bir integral carpani ise

Idy+(yP-Q)Idx=0

ifadesi bir tam diferensyel olur. O halde;

dyP-QI ol
oy T ox
PI= ﬂ

dx

olur. P, Q, I fonksiyonlari yalniz x degiskenine bagh oldugu i¢in, son denklem degiskenleine ayrilabilir
bir tiirdiir. Buradan

dex: Inl
yada
I: edex

bulunur. Boylece aradigimiz I(x) integral carpanini bulmus olduk. Verilen (1.56) denklemini bununla
carparsak;

edex (y'+yP(x)) _ Q(x)edex

denklemi bir tam diferensiyel olur. Bunun ¢dziimii

yefpd":fQ(x)edexdx+C

y=e /P fefpde(x)d)HC

olur, ki bu aranan genel ¢oziidiir.
Ornekler:

1.
’+1 =2
y xy_

diferensiyel denklemini ¢6z{iniiz.
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Coziim: denklem birinci basamaktan dogrusal bir diferensiyel denklemdir.integral ¢arpans;
o/ Pdx _ o[ & _ plnx _

olur. O halde, verilen asil denklemi I(x) = x ile ¢carparsak;
xy' +y=2x

bicimini alir.Bu bir tam diferensiyeldir ve ¢6ziimii;

yx:fzxdx

yx=x*+C

olur.

xy +2y=x*-x+1
difrensiyel denkleminin (1, %) noktasindan gecen 6zel ¢coziimiinii bulunuz.
Coztim:
Verilen ifade x ile boliiniirse
y’+21y=x—1+l
X X
bicimini alir. Bu birinci basamaktan dogrusal bir diferensiyel denklemdir. p(x) integral arpans;

2
— e2lnx — Inx 2

p(x) = ex dx e =x

Verile ifadeyi bununla ¢arparsak

Xy =x>—x*+x
1 1 1
xzy:—x4——x3——x2+C
3 2
1, 1 1 C
y=-x"—-—-x——+

47 37 2 x2

Bu genel ¢cozlimdiir. . Simdi baslangic kosullarini saglayan 6zel ¢6ziimii bulmak icin (y(1) = é
esitligini saglayan C sabitini tayin etmeliyiz. Yerlerine konulursa

(x)——x4——x—1+£
Y= 37 2 x2
1 111 C
12 4 3 2 2
4
=>C=-
3
4
=>C=-
3
1, 1 1 4
y=—-Xx"—zx—--+

47 37 2 3x2
0zel ¢oziimii bulunur.
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2
"v=y=1
y xy nx

difrensiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.
Coziim:
Denklem birinci basamaktan dogrusal bir diferensiyel denklemdir. u(x) integral arpany;

2
— ezlnx — plnx 2

w(x) = e dx e’ =x

Verile ifadeyi bununla carparsak

(x2y) +2xy = x*Inx
Esitligin iki yaninin integrali alinirsa;

1 1
Py=-xlnx—-x*+C
3 9

olur. Bu ifadeyi x2 ile bolersek;

= 1xlnx 1x+ ¢
V=3 9" x?

dv
E =9.8-0.196v, v(0) =48 (1.57)

diferensiyel denkleminin baslangi¢ kosulunu saglayan ¢6ziimiinii bulunuz.
Coziim:

Bu denklemi % +0.196v = 9.8 bigiminde yazarsak, dogrusal biceme déniistiirmiis oluruz. In-
tegral carpani

— o/ 0.196d1 _ ,0.196¢

u(e) e

olur. Verilen denklemi u(t) integral carpam ile carpar ve gosterilen islemleri yaparsak genel
¢6ziimii buluruz:

dv
01961 2V () 19601961, _ g g,0.196¢

dt
(eo.lgszv)' — 9.ge0-196¢

/(60'196tl/)/dt=f9.8€0'196tdt

eO.lQGtU — 50e0.196t +C

eO.l96t 0.196¢ +C

v+ =50e
v(1) =50+ Ce™ %%
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Baslangi¢ kosulunu saglayan 6zel ¢6ziimii bulmak icin, kosula uyan C sabitini belirlemek gerekir.
Son datirda verilen genel ¢6ziimde T =0, V = 48 degerlerini koyarsak

dv
—=98-0.19v—=>C=-2
dt

cikar. O halde istenen 6zel ¢6zlim;
U = 50 — 20196

olur.

b4 i
y'cosx+ ysinx =2cos xsin 1x-1, y(Z) =3V2,0<sx< % (1.58)

diferensiyel denkleminin baslangi¢ kosulunu saglayan ¢6ziimiinii bulunuz.
Coziim:
Bu denklemi

,  Sinx
+

y= 2cos’xsinx—
COSX CcosSx

y' + ytanx =2cos*xsinx — secx

— eftanxdx — eln(lsecxl) — eln(secx) = secx

p(x)

olur. Verilen denklemi pu(x) integral ¢arpani ile carpar ve gosterilen islemleri yaparsak genel
¢6ziimii buluruz:

y'secx + ysecxtanx = 2cos*xsecxsinx — sec’x
(ysecx) =2cosxsinx — sec’x
! .
f (ysecx) dx = f(Zcoszxsecxsz nx - sec*x) dx

ysecx = f(sin(Zx) - Seczx) dx

ysecx =—cos(2x)—tanx+C

sin(2x) = 2sin(x)cos(x) esitligini kullanarak,
1
y= —Ecosxcos(Zx) —cosxtanx+ Ccosx
1
=— 5 cosxcos(2x)—sinxCcosx

Baslangic kosulunu saglayan 6zel ¢6ztimii bulmak icin, kosula uyan C sabitini belirlemek gerekir.
Son satirda verilen genel ¢oziimde t = 7,y = 3v/2 degerlerini koyarsak

1 b T LT b4
3v2= y(=)= _ECOS(Z)COS(E) - sm(Z) + Ccos(Z)
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cikar. O halde istenen 6zel ¢coziim;
1
y(x) =- 3 cos(2x) —sinx+7cosx

olur.

1
yt+2y=t*—t+1, y =3 (1.59)

diferensiyel denkleminin baslangi¢ kosulunu saglayan ¢6ziimiinii bulunuz.
Coziim:

Bu denklemi

’+2 =t 1+1
Yy t

bi¢iminde yazarsak, dogrusal biceme déniistiirmiis oluruz. Integral garpani

2 2
w(t) = eftdt = g2lnltl _ plnt* _ ;2

olur. Verilen denklemi p(#) integral carpani ile carpar ve gosterilen islemleri yaparsak genel
¢Ozliimii buluruz:

y'secx + ysecxtanx = 2cos*xsecxsinx — sec’x

Y = -+t

f(ytz)’dtzf(tg—t2+t)dt

1 1 1
ytr=-t"—~B+ - +t+C
4 3 2
1 1 C
yO ==t —=t+-+—
4 3 2 r

Baslangic kosulunu saglayan 6zel ¢6ziimii bulmak icin, kosula uyan C sabitini belirlemek gerekir.
Son satirda verilen genel ¢oziimde t =1,y = % degerlerini koyarsak C = 12 buluruz. O halde is-
tenen Ozel ¢ozlim;

=1p-t ]
A Ty

olur.

1.14 Ahstirmalar

Asagidaki diferensiyel denklemlerini ¢6ziiniiz.

1.

3pi
ty -2y = Psin2r) — 13 + 41, y(r) = %

_ 1y ls.. 1, _43 4 Lo
Cozim: y(#) = 2t cos(2t)+2t sm(2t)+4t cos2t)—t’+2t7+|n 2 t
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YO0 =y

+24) b P2t (-2
57 4

y(0)=2

ym@ =1

sinx

2.
2y —y=4sin(3r)
24 4
Cozim: y(f)=—-—cos(3t)——=sin(3)+
37 37
3.
y' —ytanx = cos’x,
Cozim: y(x)=(sinx+2)cosx
4.
V' =vVx,
x4
Cozim: y(x)= Z
5.
¥y +2xy=x,
1
Cozim: y(x) = 5t Ce™
6.
'+ 1,- sinx
y xJ’ = )
Cozim: xy=-xcosx+
7.
! 2 _
y+z¥=0
Goziim: y=Ce**
8.
/ 4 _ 0
y xy =
Cozim: y= Cx*
9.
4
N
y xy
Coziim: y=Cx*+x°
10.

1-x3y =xQ-y),

Cozim: y=1-

1
V14 x2

(0,0) noktasindan gecen 6zel ¢oziim

41
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11.

(x*+1)y' +3xy =6x,

Cozim: y= C(x2 + 1)_% +2

12.

1-4xy2)y = >,

Cozim: x= W +%
13.

y*dx+ (3xy—1)dy =0,

Coziim: x= % +y—i
14.
, 4x X
J +x2+1y: x2+1’ y@ =1
4 .2

X
Coziim: x=(x*+1)%y= Tr7 1

1.15 Bernoulli Diferensiyel Denklemi

Dereceleri 1'den biiyiik olan bazi diferensiyel denklemlerin derecelerini uygun bir déniisiimle 1’e in-
dirmek miimkiindiir. Bunlardan birisi Bernoulli, 6tekisi Riccati denklemidir. Derecesi 1’e indirildik-
ten sonra denklem ¢dziim yontemini bildigimiz dogrusal denklem tipine d6niisiir ve o denlemin
¢6ziimii bulun duktan sonra geriye doniisle asil denklemin ¢6zlimii elde edilebilir.

Tamim 1.7. y'+ p(x)y = qg(x)y"

tipinde olan diferensiyel denklemelere Bernoulli diferensiyel denklemi denilir. Bu denklemin dere-
cesi y” teriminin derecesi olan n tam sayisina esittir.

Ahstirmalar 1.1.

Asagidaki diferensiyel denklemler Bernoulli tipindendir:
1. y'+ %y =xy%, y@ =-1,x>0
2. y'+xy=xy>
3. ¥+ % y=xy3

4. Yy +3y=e"yt

5. xy'+y=xy°
1L2, 2 2
6. y+3y=—x"cosx.y
4x+5)>
7. 2y +y.tanx = UXL 3

8. xy'+y=y*x*Inx

9. ¥ +ycotx+y3cscx
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1.16 Bernoulli Diferensiyel Denkleminin Coziimii

V= yl_” = # konumuyla, (1.7) denklemi
ﬂ= I-nmpXv=>10-n)gx) (1.60)
dx

bicimine doniisiir. Bu dogrusal tiptir ve ¢6ziim yontemi biliniyor. (1.60) denkleminin v ¢6ziimi bu-
1

lunduktan sonra y = vi-n, n > 1 doniisiimiinde geriye doniilerek asil (1.7) Bernoulli denkleminin

¢6zimii bulunur.

1.17 Ahstirmalar

1. y' = y+ 3 diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim:
n = 3 oldugundan denklem iigiincii dereceden bir Bernoulli denklemidir. v = y'~3 = y~2 konu-
muyla
1
2 = —
=3

2yy === =2y +2)"

=>-v=2v+2

=>1v+20=-2

cikar. Bu dogrusal denklemi ¢6zmek icin, integral carpanini arayalim:

p(x) = e/ 24% = 2% olur. Denklemi bununla carparsak

—e?*+C

v= =Ce -1

e2x
Asil denklemin ¢6ziimii i¢in y* = v™! oldugunu animsarsak
y=+(Ce?-1)"2

genel ¢coziimiini buluruz.

Y+xy=xy’
Bernoulli diferensiyel denklemleri ¢coziiniiz.
Coziim:

Her iki tarafi y~2 ile carpalim:

vy +xyy P =xyy
vy exy=x
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cikar. Simdi v = y' 73 = y~2 konumu yapilirsa v’ = -2y =3y’ cikar. Buradan

1 !
=V +Xv=Xx
2

dogusal denklemi elde edilir. Bunu ¢dzmek i¢in integral carpanini bulalim:

(x) = of ~2xdx _ e—x2

Denklemi bununla carparak tam diferensiyel yapabiliz.

X x? x?

g _ _
e v —2xve™™ =-2xe

% (ve‘xz) = —2xe ™

Iki tarafin x degiskenine gore integralleri alinirsa;
d 2 P R 1 _» . 2 2
f—(ve )dx:f—er ve " =-2(--e +C (Csabit) ve™ =e™™ +C
dx 2

—X

bulunur. Esitligin iki yaninin e * ile bolersek;

v=1+

e~

v=1+Ce*

sil denklemin ¢6ziimiinii bulmak i¢in v = y~2 konumu yaptigimizi animsayalim. Buradan v =
1+CeX =y 2= %yada
2 _ 1

1+ Ce*

y

cikar.

YRy =2y

denkleminin, y(2) = —1, x > 0 baslangic¢ kosullarini saglayan 6zel ¢dziimiinii bulunuz.
Coziim:

Denklem ikinciderceden Bernoulli tipindendir. v = y1 —2 = y~! konumuyla denklemi
—v+iv=x3

biciminde yazabiliriz. Bu dogrusal bir denklem tipidir. C6z{im i¢in integral carpaninin bulalim:
p(x) = el —idx — p=4lnix| _ 4

cikar. Esitligin iki yaninin p ile carparsak

f(x_‘“’)’ dxzf—x_ldx

v —_ f_x*lnx (x>0

x *==In|x|+Cv(x)=Cx
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Asil denklemin ¢6ziimiinii blmak icin v yerine y koymaliyiz:
y‘1 =x*(C-1nx)

genel ¢oziim olur. Simdi bu genel ¢6ziimden soruda istenen baslangi¢ kosullarini saglayan 6zel
¢Oziimi elde edecegiz. Aslinda 6zel ¢oziimii bulmak demek, genel ¢coziimdeki keyfi sabit olan
C sabitinin degerini, istenen kosulu sglaycak sekilde bulmak demektir.

(- =c2*-2*In2

1
C=In2-—
16
Bu degeri genel ¢oziimde kullanirsak
B 1
Y= (In2- 4 - Inx)

~ -16

~ x*(1+16lnx - 161n2)

~ ~16

- x*(1+161n(2)

istenen 6zel ¢oziimdiir.

y/ — 5J/+ e—ny—Z

denkleminin y(0) = 2 kosulunu saglayan 6zel ¢dziimiinii bulunuz.
Coziim:
n = -2 oldugundan dnklem (-2)-inci dereceden bir Bernoulli denklemidir.
v =y'=2 = 3 konumuyla denklem
v 150 =3¢
dogrusal denklemine doniisiir. Bunu ¢6zmek icin integral carpani bulacagiz;
JS—15dx _ o 15%

pulx)=e

Denklemi bununla carpinca tam diferensiyel olur. Esitligin iki yaninin bununla c¢arpip ¢ikan
tam diferensiyelden integral alinirsa;

3
V(x) — Cele _ 1_6—2x
bulunur. Asil denklemdeki y fonksiyonunu bulmak i¢in v = y® konumunu kullanalim.
3
3 15x —2x
=Ce™ - =
T

cikar. C sabitini bulmak i¢in baslangi¢ kosulunu kullanalim:

3
8=C-—
17

139
c=—
17
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olur.Buna gore istenen 6zel ¢6ziim;

1
_ [139e!5¥—3¢72%\3
y) = (B

olur.

. ¥ +xy = xy? denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim:

Denklem ikinci dereceden Bernoulli tipindendir. v=y' 2 = y~! = % konumuyla denlem

S IV (S [ S
U2v+xy—xv:>v XV =—X

dogrusal denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢6zmek icin bir p(x) integral ¢carpani bulalim:

x2
u(x) — ef—xdx — e—7

bulunur. Verilen denklem bununla ¢arpilirsa

[N
[N

N‘*N

X

ez —xe Tv=—xe 2
d _xz) a2
—|ve 7 |=—xe 2
dx

_x? _22
ve z=¢ 2z +C
22
v=1+Cez:

cikar. Buradan v = % dontistimiinden geri doniis yapilirsa,

1

y:

22
l1+cez

genel ¢coziimii bulunur.

. ¥ +y=y?*(cosx— sinx) denklemini ¢coziiniiz.

Coziim:
Denklem ikinci dereceden Bernoulli tipindendir. v = y' 2 = y~! = % konumuyla denklem
vV —v=sinx—cosx

dogrusal denklem tipine indirgenir. Bu denklemi ¢6zmek i¢in bir p(x) integral carpani bulalim:

() = el 4% = g
bulunur. Verilen denklem bununla ¢arpilip diizenlenirse,
ve * = f(sinx —cosx)e “dv=—e *sinx+C

c¢ikar . Buradan

1 . p
—=-sinx+Ce

genel ¢coziimii bulunur.
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1.18 Problemler

1_ x*,C
1. ;——§+;
2. %zx(C—lnx)
3. %:ex(C—Sx)
2_ 1
4.y — 2x+Cx?
5. %zxz(sinxﬁLC)
1 _ 1 3 C
6. I 12605}6(4x+5) t Zosx

1 _
7. x—y—C+x(1—lnx)

2 sin’x
8. Y= 2cosx+C

9. y—-£y=2xy™"  ¢bziim: y*=-4x*+Cx3

4
3

10. xy' +6y=3xy coziim: y= %x+ CXx?)3
11. 2xe?Vy' =3x*+€*  ¢oziim: y=3ln|x*+Cx]

1

12. Y +y=x)3 ¢Ozim: v =x+ fracl2+e**

13. xdy—(y+xy*(1+Inx))dx=0  ¢bziim: ;—z =-23G+In0)+C

14. y +iy=101-2x)y* ¢coziim: %:—1—2x+Cex
1

15. xdy+ydx=x3y° ¢oziim: y=(3x*+Cx%)°

16. dy+ @4y -8y 3xdx=0  ¢oziim: y=(2+Ce )i

17. xy'-2y=2x*y(2)=8 coziim: y=x*—2x?

18. e*(y—3(e*+1))dx+(e*+1)dy=0,y(0) =4, coziim: y=(e*+1)2

1.19 Riccati Diferensiyel Denklemi
En genel bicimiyle % = f(x, y) fonksiyonuna yaklasan
fy)=p@)+q@x)y+rx)y +... (1.61)

sonsuz serisini digiinelim. Sag yandan ilk iki terim alinirsa dogrusal yaklagim olur. Ilk ii¢ terim alinirsa
Riccati diferensiyel denklemi elde edilir. (1.61) tipindeki denklemler, genellikle, lineer olmayan (non-
linear) ve genel ¢6ziim yontemleri bulunamayan denklemlerdir. Bu kitapta o tiplere yer vermeye-
cegiz. Ancak ¢ok genel olan (1.61) serisini hi¢ diistinmeden p(x), r (x) ve g(x) integrallenebilir fonksiy-
onlar ve r(x) # 0 ve g(x) # 0 olmak iizere

y =px)y+rx)y*+gx) (1.62)
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tipindeki diferansiyel denklemleri ele alacagiz. Bu tip denklemlere Riccati Diferansiyel Denklemi
denir. Ozellikle cebirsel geometri, konform doniisiimler ve fiziksel uygulamalarda bu tip denklem-
lerle ¢ok karsilagilir. Bu kesimde (1.62) tipindeki dnklemlerin ¢6ziimiinii ele alacagiz. Ozel olarak,

r(x)=0
ise, (refriccati) denklemi dogrusal denklem tipine doniisiir.
g§x)=0

ise, (1.62) denklemi Bernoulli denklem tipine doniisiir. Bu iki durumdan birisi yoksa denklemin genel
¢6zlimiiniin dogrudan bulunamayacagi Bernoulli tarafindan gosterilmistir. Ne var ki (1.62) denklem-
inin bir 6zel ¢dzlimii biliniyorsa genel ¢dziimii de bulunabilir.

1.20 Ornekler
L y=y+y*+1
2. y’+y2:%

3. ¥y +x%y—y?=2x*

4. y'+6y°=%
Y=y+y i+l
1
dx=————
y+y-+1
Jare ] 22
y+y-+1
_f dy
V+y:+13
_f dy
Y+ 12+ (52
x+C= 2 arctan(2y+1)
V3 V3
Ornek:
2
yr= (1.63)

denkleminin bir 6zel ¢6ziimiinii bulduktan sonra genel ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim:

Ozel ¢oziim bulmak igin genel gecerligi olan bir yontem yoktur. Genellikle sinama-yanilma yon-
temiyle 6zel ¢dziim arariz. Denklemin

y== (1.64)
X
bi¢iminde 6zel ¢oziimii var mi diye bakalim. Dnklemde y’ = — -5 konulursa
c c\2 2
2+ -2
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c ¢ 2

_—t — = —
x2 x2  x2

Bu esitlik diizenlenirse c¢ ye gore ikinci dereceden bir denklem elde edilir:
>—c-2=0

Bu denkelm c icin ¢oziiliirse ¢; = —1 ve ¢, = 2 bulunur. Bu degerlerin her ikisi (1.64) esitliginde yerler-
ine konularak (1.63) denklemin saglanip saglanmadigina bakilir. Ornegin, ¢, = 2 degeri i¢in denklem
saglaniyor. O halde

2 , 2 2
S =2 -5 t|2+= (1.65)
X X X
, 2 . 4 4
=z -+t +-zt (1.66)
X X X
2 ! 4
-z-=zZ+-z (1.67)
X

Son esitligin 7 = 2 olan Bernoulli yipi bir denklem oldugu goriiliiyor. O halde bernoulli denkleminin
¢Ozlim yontemini uygulayabiliriz:

_ 4 1 z'
v=z"2=¢ 1:—:'1/=——2
z z

zZ 4z
-1=—= 2
z2  xz
) zZ 4
z2  xz
4
=v--v
x

Buradaki son denklem dogrusaldir. denklemi tam diferensiyel yapan bir u(x) integral ¢arpani bu-
lalim:

p(x) = ef—%dx —eAnxl _

cikar. Denklemi bununla carpip tam diferensiyel yaptiktan sonra ¢éziimii bulabiliriz:

B Jux) fx)dx+C
v u(x)
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imdi z = 1 konumundan geri d6niis yapalim:

x
=-Z+Cxt
3
1
-3 +Cx?
3

T Xx+3Cx*
3

T X(1+3Cx%)

¥4

esitliginden y fonksiyonuna gecebiliriz:

. 2
=Z4+ —
J/ X
3 2
= 4 —
x(1+3Cx3) x
_ —3+2(1+3Cx%)
 x(1+3Cx3)
—3+2+6Cx%
x(1+3Cx3)
2Cx% -1
x(1+3Cx3)

Son denklemde sabit 3C = C; konumuyla

_2C-1x°-1
Y A+ o)

genel ¢oziimiine ulasilir.
Ornek:

By +xPy—y?=2x (1.68)

Riccati denkleminin 6nce bir 6zel ¢6zmiinii, sonra da genel ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim:

0zel ¢oziimil bulmak icin genel gecerligi olan bir ydontem yoktur. Sitnama yanilma yoluyla y; = cx
nin bir 6zel ¢6ziim oldugu gosterilebilir. Burada c sabitinin degerini bulmak icin, ¢ degeri (1.68) den-
kleminde kullanilirsa

2

cx? (cxz)2

2x = (cx))' + — -
x

%3
_ 2 a2
=2cx+cx—c"x2 =3c"—-c

0=c*>—3c+2

2

Son denklemden ¢; =2 ve ¢, = 2 bulunur. Bunlarin her birisi bir 6zel ¢6zlim vercegi icin, aslinda iki
ozel ¢oziim bulmus oluyoruz. Birinci kokii alam. y; = x? 6zel ¢dziimii biliniyorken (1.68) Riccati
denkleminin genel ¢6ziimiinii bulacagiz:

y=y+u=x*+u
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denkleminden

P+u (¥ +u?

2x=(%+w +

X3
, xt +2ux® + u?
=2X+U X+ - ————
X X
, u 2ux  u?
O=u+x+—-x———-—3
x x X
w  , u
_3:u —_—
X x

esitligine gelinir. Son esitlik 7 = 2 olan ikinci dereceden Bernoulli tipidir. z = % konumuyla dogrusal
denkleme doniisiir:

u
12
, ou o u?
>u-—=—
X X
u 1 1
uz xu x3
u 1 1
:>_ — s
U xu x3
, 1
>Z+-=-=
X X

Son esitlik z fonksiyonuna gore dogrusldir. Onu ¢6zmek icin denklemi tam dferensiyel yapan bir p(x)
intgral carpani arayalim:

p(x) = effruclxdxoelnlxl = |x|

bulunur. Denklemi bununla ¢arparsak tam diferensiyel olur. integrallersek;

_ Jvfxdx+C _x(-m)dx+C
B v(x) B X
_—f%+c
B X
_1+C
x

1 C Cx+1

— 4 — =

x2  x x?2

Simdi z = % doniistimiiyle z den u ya geri doniis yaparsak;

y=ntu
2
X

= x>+

Cx+1
B x*(Cx+1)
- Cx+1
_ x*(Cx+1) + x?
B Cx+1

genel ¢oziimii bulunur. tabii, burada C keyfi bir sabittir.
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1.21 Clairaut Diferensiyel denklemleri

f stirekli tiiretilebilir bir fonksiyon olmak {izre

y=xy'+f(y) (1.69)

bicimindeki denklemlere Clairaut denklemi denilir.(1.69) esitliginin iki yaninin x degiskenine géte
tirevi alinirsa;

V=y+xy"+ Wy =[x+ ]y =0 (1.70)

olur. (1.70) ifadesinin sagindaki esitligin saglanmasi icin ya

V=0 (1.71)
yada

x+f (=0 (1.72)
olmalidir.

(1.71) saglaniyorsa
fy”dx=y’+C1zy’:C:fy'=Cx+f(C) C=-Cy) (1.73)

cikar. Bu halde elde edilen y = Cx + f(C) fonksiyonu (1.69) denkleminin genel ¢éziimiidiir.
(1.72) saglaniyorsa

x+f (=0 (1.74)

cikar. Bu ifade genel ¢oziime ait olmayan bir ¢6ztimdiir. tekil (singular) ¢dziim adini alir. Tekil
¢ozlimiin grafigine genel ¢oziimiim zarfi (weenvelope) denilir. Tekil ¢6ziimiin grafigi, genel ¢6ziime
ait her 6zel ¢oziimiin grafigine dik olur. Clairaut denkleminin genel ¢6ziimii dogrulardan olusur. Tekil
¢Oziimiin grafigi bu dogrularin hepsine diktir. p = y’ olmak {izere asagidaki birinci sekil f(p) = p? ik-
inci sekil f(p) = p® tekil ¢oziimlerinin 6zel ¢oziim olan dogrlara dikey olusunu gésteriyor. gosteriyor.
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1.22 Lagrange Diferensiyel Denklemi

f il g stirekli tiiretilebilir iki fonksiyon olmak tizere
y=xg(y")+ ) (1.75)

bicimindeki denklemlere Lagrange diferensiyel denklemi denilir. (1.75) denleminde x degiskenine
gore tiirev alinirsa, y' = p konumuyla;
d

p=gp) +(xg'(p)+ fli(p) d—z (1.76)

d
p—8p)=(xg'(p) +f’(P))d—’; (1.77)
yazilabilir. Son esitligin sol tarafinin kokii varsa p — g(p) = 0 ise sag tarafin sifir olasi i¢in su iki hqlden
birisi saglanmalidir.

o dr
dx

e xg(p+fl(p=0>

Birinci hal varsa p = ¢ olur. fkni hal varsa, (1.75)’nin son esitligini

>p=c

d
(xg' () + f'(») d—; —xg' (p) = f(p) (1.78)

biciminde yazabiliiz. Bu son denklem x bagiml y bagimsiz degisken olark diisiintildiigiinde dogrusl
bir denklem olur. Dogrusal diferensiyel denklemlerin nasil ¢6ziild{igiinii biliyoruz.

Ornek:

y = p? + p® diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim:

Denklem Lagrange denklemidir. y' = p denirse,

dp
=’ +(2 3p?) -
p P+(Px+l9)dx

dp

p—pZ:(pr+3p2)E (1.80)

d
p-p) :p(2x+3p)d—z (1.81)

elde edilir. Son esitligin solundaki ifade sifirsa

(1.79)

pl-p)=0=>(p=0)u(p=1)
cikar. Bu degerler denklemde yerlerine yazilirsa
y=0vey=x+1 (1.82)
¢Ozlimleine ulasilir. Bu denklem ¢oziiliirse,
C-2p%+3p?
EERCEIE
bulunur. Ote yandan, verilen deklemde x yok edilirse
C-2p3+3p?

(p—1)?
2

(p—-1?

x(p) = (1.83)

y(p) = (C-2p®+3p?) + p? (1.84)

(C-3p*-2p°)+p°

_ b
Y= -2

parametrik ¢6ziimii Lagrange denkleminin ¢6z{imii olur.
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